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Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die explorative Untersuchung einer Variante der Grassmann
Homologie, die zunéchst 1991 von Wolfram Gerdes im Zusammenhang zur Homologie Ge-
nereller Linearer Gruppen und damit mit der algebraischen K-Theorie beschrieben wurde.

Dabei handelt es sich um die Homologie des Grassmannschen G-Kettenkomplexes zu den
Parametern Korper F und Co-Dimension p, der von einer Teilmenge der aus linearen Un-
terrdumen des F**? bestehenden Grassmannschen - dem sogenannten generischen Stratum
- und dem Schnittverhalten der Elemente dieser mit den kanonischen Koordinatenhyper-
ebenen {x € F*P|z; = 0}1<i<(kip) erzeugt wird.

Im Verlauf dieser Arbeit wollen wir den G-Kettenkomplex und die zugehorigen Begriffe
wie Koordinatensimplex, Transversalitat, generisches Stratum der Grassmannschen und
Schnittabbildungen genau definieren. Wir werden mit generischen und supergenerischen
Matrizen zwei spezielle Matrizentypen vorstellen und eine direkte Relation dieser zu dem
generischen Stratum der Grassmannschen und damit zu der Grassmann Homologie herstel-
len. Daraus resultierend werden wir in engem Rahmen einige Aussagen zu Komplexliange,
Eulercharakteristik und den Rédngen der Kettengruppen treffen.

Als Kernpunkt wird die Grassmann Homologie zur Co-Dimension p = 1 fiir sdmtliche
endliche Korper unter Anwendung diskreter Morsetheorie nach [JW] explizit berechnet.
Desweiteren werden andere Varianten der Grassmann Homologie kurz vorgestellt und in
Relation zu dem hier beschriebenen Typ gesetzt. Zusétzlich werden wir das generische Stra-
tum der Grassmannschen als Varietét interpretieren und einige der in [Ha| beschriebenen
Zeta-Funktionen konkret angeben.

Allen, die mich wéihrend der Zeit des Schreibens der Diplomarbeit unterstiitzt haben,
mochte ich ganz herzlich danken. Besonderer Dank gilt Volkmar Welker fiir die intensive
Betreuung der Arbeit mit zahlreichen interessanten und inspirierenden Gespréachen, Daniel
Soll fiir seinen technischen Beistand sowie meiner Familie und meinen Freunden fiir nicht-
mathematische’ Unterstiitzung.



Kapitel 2

Grundbegriffe

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst grundlegende Notationen vereinbaren. Ziel ist es,
die wichtigsten Begriffe, welche spéter die Definition des zentralen Objekts dieser Arbeit -
der Grassmann Homologie - ermdoglichen, zu beschreiben.

2.1 Mengenschreibweisen

Zunichst wollen wir Vereinbarungen beziiglich grundlegender Mengenschreibweisen tref-
fen. Es bezeichne fiir eine beliebige endliche Menge X der Ausdruck #X die Anzahl der
Elemente von X. Fiir eine Menge X sei

X
<k:> ={I C X|#I =k}
die Menge aller k-elementigen Teilmengen von X und
2% ={I Cc X}
die Potenzmenge, d.h. die Menge aller Teilmengen von X.

Ist n € N, eine positive, natiirliche Zahl, so schreiben wir [n] fiir die Menge der ersten n
positiven, natiirlichen Zahlen {1,...,n}. Fiir eine Teilmenge I € 2 bezeichne I := [n]\]
das Komplement von I in [n]. Speziell firr £ < n gilt dementsprechend: [k] = {k+1,...,n}.

2.2 Der Koordinatensimplex

Im Folgenden verstehen wir unter [F stets einen beliebigen Korper und im Speziellen unter
F, einen endlichen Korper mit genau ¢ Elementen, wobei ¢ eine Primzahlpotenz ist. Von
besonderem Interesse sind folgende speziellen Unterrdume des kanonischen n-dimensionalen
Vektorraumes F” iiber F:
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Zu einem festen Korper F und ¢ € [n] sei

X1

A; = AF = : ez, =0

(2

T

die i-te KOORDINATENHYPEREBENE des ", bestehend aus allen Punkten, deren i-te Ko-
ordinate verschwindet.

Erweitert bezeichne zu einer Teilmenge I € 2™

x1
A= ATF = | e F'a; =0 fiiralles € 1

:En
die entsprechende SEITE DES KOORDINATENSIMPLEX.

Bemerkung 2.2.1. (Elementare Eigenschaften der Schnitte der Koordinatenhyperebenen)
Die Koordinatenseiten

(1) Die Co-Dimension eines Unterraums A} bzgl. des F™ entspricht der Anzahl der Ele-
mente von I. Die Dimension von AV ist dementsprechend gleich (n — #1I).

(2) Es gilt stets Ay py = AF N AR und demgemdff A} = (\,c; A
(3) Wir erhalten eine Umkehrung der Enthaltensrelationen: P C I <= A} C AlL.

Beispiel 2.2.2. Uber dem Kérper der reellen Zahlen R entspricht A?Li’)} der xo-Achse,
iber dem Korper Fy ist Al = {{0,0,0,0}, {0,0,0,1},{1,0,0,0}, {1,0,0, 1}}.

Zwei lineare Unterrdume U, V' C F™ heiflen genau dann TRANSVERSAL ZUEINANDER, wenn
dim(U N'V) = max {0, dim(U) + dim(V') — n}. Wir schreiben dazu abkiirzend UVV'.

Bemerkung 2.2.3. (Elementare Eigenschaften transversaler Unterrdume)

(1) Die Transversalitits-Figenschaft zwischen zwei Unterrdumen U und V' des F™ ist
gleichbedeutend damit, dass sich die Co-Dimensionen im gemeinsamen Durchschnitt
addieren beziehungsweise maximal sind, d.h. dass gilt

codim (U NV) = min {n,codim (U) + codim (V')}.

(2) Aufgrund von n > dim(U 4+ V') = dim(U) + dim(V') — dim (U N'V') gilt fir beliebige
Untervektorriume U und V' stets: dim (UNV) > max{0,dim(U) + dim(V) — n}
bzw. analog codim (U NV) < min{n,codim (U) + codim (V')}. Das Eintreten einer
echten Gleichheit bedeutet Transversalitit.
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(3) Abgesehen von den trivialen Unterrdumen - dem Vektorraum F"™ an sich und dem
Nullvektorraum - liegt ein Unterraumraum niemals transversal zu sich selbst.

Die Menge

KSIF = {A}|I € 2}
bezeichne den sogenannten KOORDINATENSIMPLEX des [F”, bestehend aus sémtlichen Schnit-
ten der Koordinatenhyperebenen. Speziell sei

KS'F := {A?\J S <[Z]>}

die Menge der Seiten mit Co-Dimension k.

Bemerkung 2.2.4. Die Anzahl der Elemente des Koordinatensimplex ist unabhdingig vom

Grundkorper
# (KS'F) = 2" —Z( ) Z# KSI'F).
k=0

Es ist zu beachten, dass es sich hierbei micht um einen Simplex im topologischen Sinne
handelt. Jedoch entspricht der Koordmatensimplex als Verband beziiglich der (umgedrehten)
Enthaltensrelation dem formalen Simplex 21" diber der Eckenmenge [n], indem man jede
(k—1)-dimensionale Facette I € ([Z]) c 2" mit der Koordinatenseite A7 € KSPF C KS"F
identifiziert.

2.3 Das generische Stratum der Grassmannschen

Wir wollen zunéchst kurz den klassischen Begriff der Grassmannschen festlegen: Zu gege-
benem Grundkorper F sowie fiir gegebene 0 < k£ < n sei mit

GiF .= {U C IF"‘U k-dimensionaler linearer Untervektorraum }
die k-te GRASSMANNSCHE des [F" bezeichnet.
Bemerkung 2.3.1. Es gilt KS)! ,F C G}F.

Im Folgenden von besonderer Bedeutung ist fiir uns ein ganz spezieller Teil der Grass-
mannschen. Wir schreiben

GF .= {U € GyF|UVA fiir A € KS'F}

fiir das GENERISCHE STRATUM der Grassmannschen. Das generische Stratum besteht aus
genau jenen k-dimensionalen Untervektorrdumen des F", die zu sédmtlichen 2" Seiten des
Koordinatensimplex transversal liegen. Einen k-dimensionalen linearen Unterraum U C F”
an sich nennen wir von nun an genau dann TRANSVERSAL, wenn er in GZF liegt. Um
einen Untervektorraum U C F" auf diese Eigenschaft zu untersuchen, geniigt jedoch die
Betrachtung des Schnittes mit jenen Seiten des Koordinatensimplex, deren Co-Dimension
der Dimension von U gleicht. Konkretisiert:
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Lemma 2.3.2. (Transversalitits-Kriterium) Es sei U € GRF. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) U e GIF
(i1) UVA fiir alle A € KSPF

Beweis. Die Richtung (i) == (i7) ergibt sich direkt aus K SpF C KS!'F.

Um die umgekehrte Richtung (ii) == (i) zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges I € 2/
und damit A = A} € KS}'F beliebig. Nun unterscheiden wir zwei Falle:

Erster Fall: Es gilt #1 > k: In diesem Fall existiert eine Teilmenge P € (,ﬁ) Wegen P C I
gilt AT C Ap.

Daraus ergibt sich: (0) C (UNA7}) C (U N A%) = (0). Somit liegt U transversal zu A7,

1

Zweiter Fall: Ist #1 < k, so ergédnzen wir I mit einer beliebigen Teilmenge @) € ( ) zZu

k—#1
einer k-elementigen Teilmenge P € ([z}). Wegen der Voraussetzung (i) gilt U N A% = (0).
Nehmen wir nun an, U liegt nicht transversal zu A7, d.h. dim (U N A?) > (k — #I), so

erhalten wir folgenden Widerspruch:

0 =dim (U N A%) = dim (U N (Af,g)) = dim (U N (A7 N AE))
= dim (UNA}) NAY) > dim (UNA}) + dim(Af) —n =dim (UNA}) +#1 — k
> (k—#I)+#I —k=0.

Somit gilt auch in diesem Fall dim (U N A7) = dim(U) + dim(A}) — n. O

Bemerkung 2.3.3. Der zu einem transversalen Unterraum U € GZIF beziiglich des kom-
ponentenweisen Produktes < x|y >:= " x; - y; (bzw. ebenso der in C bzgl. des Stan-
dardskalarproduktes) orthogonale Unterraum U~ ist ebenfalls transversal, da (A7)* = A%

fiir I'e (")) und damit U+ N A} = (U + A+ = (F)*+ = (0).

Beispiel 2.3.4. Das generische Stratum der 1-ten Grassmannschen im R3 besteht aus al-
len Geraden durch den Nullpunkt, welche in keiner der drei Koordinatenebenen enthalten
sind. Verallgemeinert gilt prinzipiell fir eindimensionale Unterrdume:

GiF = {{\- (1, ,va)|A € F}v; # 0 fiir alle i € [n]}. Die transversalen Ebenen im R?
wiederum sind genau jene, die keine der drei Koordinatenachsen enthalten. Komplizier-
ter wird der Begriff der Transversalitit ab Dimension 4 und Co-Dimensionen sowie Di-
mensionen echt grofler 1, da ab hier die Enthaltensrelation kein hinreichendes Kriterium
mehr ist. Betrachten wir z.B. im (F3)* die Ebene aufgespannt von den Vektoren (1,0,1,1)
und (0,1,1,1), so entspricht diese keiner der (;l) = 6 Seiten des Koordinatensimplex mit
Co-Dimension 2, ist jedoch trotzdem nicht transversal, da der Schnitt mait Af{l374} die von
(1,2,0,0) aufgespannte Gerade enthilt.
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Definition der Grassmann Homologie

Ausgehend von den Schnitten transversaler Unterrdume mit den jeweiligen Koordinaten-
hyperebenen kénnen wir nun beginnen, den Grassmannschen Kettenkomplex zu definieren.
Dazu sollen zunéchst kurz allgemeine Begriffe gekléart werden.

3.1 Z-Kettenkomplexe

Unter (C.,d.) = (Ck, 0 )r>0 verstehen wir einen Z-KETTENKOMPLEX, wenn Cj, eine Folge
freier abelscher Gruppen und 6y : Cx — Ci_1 jeweils Gruppen-Homomorphismen sind,
wobei zusétzlich stets dp_1 o 9, = 0 gilt. Die jeweilige Gruppe C; heifit KETTENGRUPPE
im k-ten HOMOLOGISCHEN GRAD und die Abbildung 6 k-ten RANDOPERATOR bzw.
RANDABBILDUNG. Die Gesamtheit der Kettengruppen ist als einzelne graduierte abelsche
Gruppe C = @, Cr, auffassbar und der generelle Randoperator ¢ : C — C des Komplexes
als der von den einzelnen §;, induzierte Homomorphismus o, = > o3 +— >_ 6(0.) = (o).

Im Folgenden wollen wir ausschliefilich Z-Kettenkomplexe, die von festen Basen erzeugt
sind, betrachten: Wir nennen eine Menge X, = |J;~, X} eine BAsIS von C,, wenn Cj, =
Xy ={\: Xy — Z,c— )\C|/\C = 0 fiir alle bis auf endlich viele ¢ € X}}. Die punktweise
Addition der Funktionen ist die Gruppenoperation. Die Elemente von Cj, schreiben wir als
formale Z-Linearkombinationen aus Basiselementen in der Form o = >~y A. - ¢, wobei
zu jedem ¢ nur endlich viele Koeffizienten \. verschieden 0 sind. Die Randabbildung d,
kénnen wir auf dieser Basis X, wie folgt eindeutig angeben:

(Ski ZXk — ZXk,1

c = D wex, el
wobei [c: ¢/] € Z gilt und {¢ € Xj_i[c: ¢] # 0} endlich ist.

Es sei (Cx, 0x) = (Cr, 0k ) k>0 €in Z-Kettenkomplex. Unter der HOMOLOGIE HC. = (HCy)r>0
des Komplexes verstehen wir die graduierte Gruppe, die sich durch die Modulodivision des
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Kerns der Randabbildung ¢ durch das - wegen 6 o § = 0 in ihm enthaltene - Bild der Ran-
dabbildung ergibt: HCy = (kern(dy)/bild(dx41)). Zwei Z-Kettenkomplexe C, und C’, sind
genau dann isomorph (Schreibweise: C, = C',), wenn es jeweils Gruppen-Isomorphismen
&y . Cp, — ('}, gibt, so dass zudem ¢ 0 & = P o §¢ gilt. Eine Umbenennung der Elemen-
te einer einen Kettenkomplex erzeugenden Basis stellt strenggenommen eine Isomorphie
und keine Gleichheit der Komplexe dar. Jedoch wollen wir im weiteren Verlauf des 6fteren
von ’'Identifikation” der Basiselemente sprechen, ohne einen Komplex an sich umzubenen-
nen. Sind zwei Komplexe C, und C’, homotopiedquivalent (Schreibweise: C, ~ (',), so
folgt insbesondere, dass HC, = HC',. Eine genauere Definition der Homotopie zwischen
Kettenkomplexen ist fiir unsere weiteren Betrachtungen im Rahmen der Grassmann Ho-
mologie nicht notwendig. Sind (Uy C Ci)r>o jeweils Untergruppen, so dass dx(u) € Uy
fiir beliebiges u € Uy, so heifit U, UNTERKOMPLEX von C,. Unter (Cy/Uy)r>0 versteht man
einen QUOTIENTENKOMPLEX von C, nach Uy, sofern sdmtliche Quotientengruppen (Cy, /Uy,)
wiederum frei sind.

Lemma 3.1.1. (Komplez-Kriterium) Ist X. = Uy>o X eine indizierte Menge, | € Z eine
ganze Zahl, 7F © Xy — X1 fiir k > 0, i € [k + 1] eine Folge von jeweils mehreren
Abbildungen, so dass stets 7';“_1 oTh = Tik_l o TfH fiir 1 < g erfillt ist, dann ist C, definiert
durch

Ck = ZXk

und dem auf der Basis X, definierten Randoperator

k+l1

ein Z-Kettenkomplez.

Beweis. Aufgrund der Definition von J, sind die einzelnen Randabbildungen ¢ bereits
Gruppenhomomorphismen. Es bleibt die Eigenschaft 0,00, = 0 nachzuweisen. Dazu geniigt
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es, den Randoperator fiir ein beliebiges Basiselement ¢ € X, anzuschauen:

k+1

Op—1 0 0x(c) = 01 (

i=1

>yt

k+1-1 k+1

D CaR A EERD)
j=1 i=1
k+1-1 k+I

DD VR G Vi R A
j=1 i=1

= > (T + > (-1 orf(e)
1<j<i<k+l 1<i<j<k+I-1

= Z (_1)j+i'7']1'€_107'z‘k(b)+ Z (_1)j+i'7}k—1°7}k+1<0)
1<j<i<k+l 1<i<j<k+i-1

D R G VARRE ko () E D Y O § LA e R ()
1<j<i<k+l 1<i<j—1<k+I-1

= > (YHrTert) = Y (-0 eri(o)
1<j<i<k+l 1<j<i<k+l

=0.

3.2 Der G-Kettenkomplex

Nun konnen wir beginnen, den zentralen Gegenstand dieser Arbeit - den wir G-Kettenkomplex
nennen wollen - konkret zu beschreiben. Wir definieren zunéchst zu einem festem Korper
IF, einer natiirlichen Zahl n € N sowie i € [n]:

n .
A

Fn—l
(21,

F™
(xla"' 7:[;n) =

—

yTiy W) = (T1, 0 Wity Tig1, o 5 T

Diese Abbildung entfernt jedem Vektor des F™ kanonisch die i-te Koordinate. Die jeweilige
Einschréankung von 7' auf die Koordinatenhyperebene Al ist ein Isomorphismus zu dem
Vektorraum F"~!. Betrachten wir das Bild des Schnittes eines 0 < k-dimensionalen trans-
versalen Unterraums U € G7F mit A? unter 77 (i € [n] beliebig), so erhalten wir aufgrund
der Linearitdt der Abbildung zuniichst einen linearen Unterraum des F"~!. Jedoch ergibt

sich sogar ein (kK — 1)-dimensionaler, transversaler Unterraum:

Lemma 3.2.1. Fir den Schnitt eines transversalen Unterraumes U € GPF mit AP unter
 und k> 0 gilt 77 (UNAP) € GG )F.
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Bewers. Zur Dimension des Bildes: Da U per Voraussetzung transversal ist, gilt

dim (ﬁ (UNAY) ) = dim(U N A?)
= maz {dim(U) + dim(A}') — n,0}
=max{k+ (n—1) —n,0}
= max {k — 1,0}
=k—1

Ist nun A% € K S((Z__ll))F eine beliebige Seite des Koordinatensimplex im F"~! von Co-
Dimension (k—1), soist A% =7 (A? N A7) = 7(A}), wobei I € (")) mit i € I eindeutig
existiert. Folglich gilt

dim <7r (UNA") N A’}) — dim (7 (U N A7) N w(AD))
= dim ((U N A?) N (AT N A))
=dim (U N A})
—0.

O
Nun konnen wir die Schnittabbildungen definieren.

Definition 3.2.2. (Die Schnittabbildungen) Zu gegebenem Kérper F, n > 1, k € [n]| und
i € [n], sei
AR G — GRTIF
U — o (UNAY)

die entsprechende i-te SCHNITTABBILDUNG.

Lemma 3.2.3. Die Schnittabbildungen erfillen die Bedingungen des Komplexkriteriums
(3.1.1), da fir 1 <i<j<k+p—1 stets gilt:
A7 o APRU) = AT o AT (U).

Beweis. Auf der Ebene der Elemente des F™ betrachtet erhalten wir

W;L—IOW?((%’... LTy ,wj+1,---$n)) :W]n—l((xl’... Ly, 7%“,...%))
:(ml’... 71?1,7... 7i'j+1a"'xn>
_71';,”_1((;[;1’... S Tiy 7j:j+17"'xn))
:W?_107?+1((m1"" Ti, ,$j+1;"‘$n>)-
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Demgeméf gilt fiir die entsprechenden Schnittabbildungen
A o AR U) = A3 (w0 A
S CACKP- DIV
= 7o g7 (U NA"N A;LH)
= lont, (U NATN A;‘H)
= gl (W;H(U NAT,)N A;H)

_ A;’L—l,k—l OA'I'LJC (U)

j+1

Nun konnen wir die zentralen Kettenkomplexe unserer Betrachtungen definieren:

Definition 3.2.4. (Der G-Kettenkomplex) Den Kettenkomplex *CGYF der Form
oo B8, 50GhR 22, 1eGPF 2L ECGEE — 0

definiert durch )
'CGYF = Z(GRF)

verbunden mit dem Randoperator

k+p
O 1 U Y (=11 APPR)
i=1

nennen wir den GRASSMANNSCHEN KETTENKOMPLEX bzw. G-KETTENKOMPLEX zu dem
Kérper F und der Co-Dimension p.

Definition 3.2.5. (Die lineare Grassmann Homologie) Zu den Parametern Kéorper F und
Co-Dimension p verstehen wir unter der LINEAREN GRASSMANN HOMOLOGIE *GHEF die
Homologie des entsprechenden G-Kettenkomplezes "CGYF, d.h. "GHYF = Hy(*CGYF).

Diese Definition der Grassmann Homologie entspricht im Wesentlichen® der in [Ge] er-
kldrten projektiven Grassmann Homologie FGHEF (vgl. dazu Kapitel 7).

"Wirkliche Unterschiede bestehen neben der formalen Notation und vorausgehenden Definition lediglich
in einer Verschiebung um einen homologischen Grad und das untere Komplexende im 1-ten bzw. 0-ten
homologischen Grad.
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Spezielle Matrizen

Die Erzeugenden des G-Kettenkomplexes - die transversalen Unterrdume - werden in die-
sem Kapitel mit speziellen Matrizen identifiziert. Dazu sind zunéchst wiederum einige
Ubereinkommen in Notationen notig:

4.1 Matrizen-Schreibweisen

Es sei (b;;)icin, = B € F™* eine (n x k)-Matrix iiber dem Koérper F, wobei n, k > 0. Mit

JEK]

sei der j-te Spaltenvektor von B und mit

k
span(B) := span (U b*j) C
j=1

der kleinste Unterraum des F”, der samtliche Spaltenvektoren von B enthélt, bezeichnet.
Fiir aufsteigend angeordnete Teilmengen I = {iy,... i}~ € ([:f}) und J = {j1,... Js}< €
(UZ]) bezeichnen wir mit

B = b i) 1<t<r,
1.0 = (i) 15

jene (r x s)-Untermatrix von B, die aus den Zeilen der in [ und den Spalten der in J
enthaltenen Elemente besteht. Ferner notieren wir mit e; den i-ten Einheitsvektor, fiir eine
Teilmenge I = {iy, -+ ,ix} € ([Z]) mit E7 die Matrix (ei1 eik) € F™* welche aus
den entsprechenden Einheitsvektoren gebildet wird, mit F) = Eﬁv} die k-te Einheitsmatrix

und mit GLyF C F*** die k-te Generelle Lineare Gruppe iiber F. Unter rang(B) verstehen
wir die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten- bzw. Zeilenvektoren der Matrix B.

13
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Beispiel 4.1.1. (Schreibweisen-Beispiel)

1 2 3 4
5 6 7 8 = (é 142>,
9 10 11 12/ 50y
100
00 0
Ejsg = (010
001
00 0

Bemerkung 4.1.2. Es gilt dim (span(B)) = rang(B). Fir B € F>* C € F! er-
gibt sich fiir die zusammengesetze (n x (k +1))-Blockmatriz (B|C'): dim (span(B,C)) =
dim (span(B)) + dim (span(C)) — dim (span(B) Nspan(C)). Sind B € Bk [ € 20 ynd
C € F*** o gilt fiir das Produkt (B - )y = Brw - C-

Lemma 4.1.3. Zu beliebigem Korper F und einer Blockmatriz der Gestalt F' = (Eﬁ_ﬂB) €
Fr*™ mit P € (n[f]k), I:= P gilt

det(F) = % det ((F, ) = %det (Bry)
Beweis. Wir wenden den Laplace’schen Entwicklungssatz fiir Determinanten an und ent-
wickeln induktiv nach den ersten (n — k)-Spalten. O

Lemma 4.1.4. (Spann-Invarianz) Es sei k < n und B, C € F™* mit rang(B) = rang(C) =
k. Dann sind folgende beiden Aussagen dquivalent:

(i) span(B) = span(C)
(ii) Es ezistiert ein eindeutiges A € GLF, so dass B = C - A.

Beweis. Aus (i) folgt insbesondere span(B) C span(C). Jeder Spaltenvektor b,; von B ist
deshalb als Linearkombination von Spaltenvektoren aus C' darstellbar: b,; = Zk

a ..
u=1 Qu,j
Cyu, WODEL @, ; € F geeignet. Wir definieren nun die Matrix A := (a, ;) b Da b, ; =

S G Ciu =Y €y, gilt B = C-A. Ganz analog folgt aus span(C') C span(B),
dass O = B - A’ mit A’ € F¥** geeignet. Somit erhalten wir: B=C-A=B-A"-A. Da B
vollen Rang hat, existiert ein I € ([Z}), so dass By |y invertierbar ist. Insbesondere ist also
Brjy = Brjg - A"~ A und damit Ej, = BI}[k}_l -Brjy = A+ Aund somit gilt A" = A~L Zur
Eindeutigkeit von A: Da By = Cr ) - A ist, gilt A = C';[lk} - B .

Gilt (ii), so folgt fiir alle j € [k] und i € [n]:bi; = Yo, Cin - @y, und damit b,;

25:1 Qy,j * Cyu, fOlglich also b,; € span(C') und somit span(B) = span(Uf:1 by;) C span(C).
Aus C = B - A™! resultiert span(C) C span(B). O

1<u<
1<5<
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4.2 Generische und supergenerische Matrizen

Nun werden wir konkret zwei Klassen spezieller Matrizen einfiihren, die in unmittelbarem
Zusammenhang zu transversalen Unterrdumen stehen:

Definition 4.2.1. (Generische und supergenerische Matrizen)

e (Generische Matrizen) Eine Matriv B € F"™* - wobei k < n - heiffe genau dann
GENERISCH, wenn kein Hauptminor von B verschwindet, d.h. fir jede k-elementige
Teilmenge I € ([Z]) ist det By # 0.

o (Supergenerische Matrizen) Eine Matriz D € FP** heifie dann und nur dann
SUPERGENERISCH, wenn tberhaupt kein r-Minor von D verschwindet, ergo fiir jedes
1 <r < min{pk}, I € ("), 7€ (W) gilt: det Dy ; #0.

Die eintragslosen (0 x k)- bzw. (p x 0)-Matrizen sind gemé&f dieser Definition supergene-
risch. Aus formalen Griinden wollen wir diese unterscheiden und mit (¢)oxx bzw. (¢),xo
bezeichnen.

Es sei fiir 0 < k < n mit
Gen}.F := {B € F"*"| B generisch}
der RAUM DER GENERISCHEN MATRIZEN im F™** und fiir 0 < k,0 < p mit
SGenlF :={D € ]FpXk‘D supergenerisch }
der RAUM DER SUPERGENERISCHEN MATRIZEN im FP** bezeichnet.

Bemerkung 4.2.2. (1) Jede supergenerische (p X k)-Matriz ist generisch, sofern p > k
gilt.

(2) Eine generische Matriz hat stets vollen Rang.!

(3) Ist B € F™* generisch und A € GLiF, so ist auch das Produkt B - A generisch.

Beispiel 4.2.3. Wir betrachten Beispiele mit reellen Zahlen R als Eintrigen: Die Ma-

11 111 01
trix | 1 2| st supergenerisch, |1 1 3| sowie | 1 2| sind generisch, jedoch nicht
1 3 1 2 4 1 3
10
supergenerisch, |1 1|, 00 1 sind vollen Ranges, jedoch nicht generisch.
b3 2 0 3

!'Matrizen vollen Ranges enthalten lediglich mindestens einen Hauptminor verschieden Null.
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4.3 Supergenerische Matrizen und transversale Un-
terrdume

Nun konnen wir Zusammenhénge zwischen supergenerischen und generischen Matrizen
sowie transversalen Unterrdumen herstellen.

Satz 4.3.1. Es sein >k, B € F***. Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent:

Ey
(i) Es existiert eine eindeutige Matric A € GLiF, so dass B- A= |---|, wobei D €
D

F(=k)*k supergenerisch ist.
(i) Die Matriz B ist generisch.
(iii) Es gilt span(B) € G7F.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Aquivalenz von (ii) und (iii): Aus beiden Aussagen
folgt, dass rang(B) = k. Sei nun [ € ([Z}) beliebig. Wir zeigen, dass det(B ) # 0 <=
A7 Nspan(B) = (0) gilt, was aufgrund von (4.2.1) und (2.3.2) dquivalent zu der zu bewei-
senden Aussage ist. Betrachten wir dazu das Komplement P := I von I in [n] und die aus
den zugehorigen Einheitsvektoren bestehende Matrix E7, so ist span(ER) = A”. Daher
gilt fiir die zusammengesetzte (n x n)-Matrix C := (Ep|B), dass

rang(C) = dim(span(C))
= dim(span(E}p)) + dim(span(B)) — dim(span(Ep) N span(B))
= dim(A7) + dim(span(B)) — dim(A7 N span(B))
= (n— k) + k — dim(A7 Nspan(B))
=n — dim(A7} N span(B)).

Wegen (4.1.3) gilt det(C') = & det By ) und infolgedessen
det (BI,[k]) 7é 0 < detC 7£ 0
< rang(C)=n

<= dim (A} Nspan(B)) =0
<= A7 Nspan(B) = (0).

Nun zeigen wir (i) = (i): Ist B generisch, so ist By eindeutig mit A := B[;]{[k}
Ej,

invertierbar. Es bleibt nachzuweisen, dass in dem Produkt F := B- A = [ --- | die Un-
D

termatrix D supergenerisch ist. Dazu betrachten wir einen beliebigen r-Minor det(Dy ),
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wobei I € ([";k]), Je (). Mit I+k={i+kliel}C [k] notieren wir die um k
translatierte Teilmenge von I, so dass Friiy = Dr;. Wir betrachten die von I und
J definierte Teilmenge ¢(1,J) := ([k]\J)U(I + k) C [n], welche genau die Zeilen Dy
und die zu den Spalten komplementéren Zeilen (Ej)p\ s, der Einheitsmatrix enthélt. Da
#(o(I,J)) = #([k]\J) + #(I + k) = (k—r) +r = k gilt und zudem per Voraussetzung B
und somit auch F' generisch sind, ist C':= Fy; 3 € GLiF. Es gilt also

0 # det C
= £ det Cpp\ i)\ (k)\)
= £ det Cp\p,s
= tdet DLJ.

Also ist D supergenerisch.

Die Riickrichtung (i) = (i7) konnen wir analog zu der entgegengesetzten Richtung be-
Ej,

weisen: Es sei F':= B-A = |---| mit dem per Voraussetzung existierenden A € GL;F.
D

Betrachten wir einen beliebigen k-Minor Fy ), wobei I € ([”]) so ist entweder I = [k] und

;W I —k, (1) := [k]\] einen

damit det Fy i = 1 # 0 oder wir erhalten mittels ¢ (I) := ([k]
entsprechenden r-Minor Dy, (1),.4,(r) von D, wobei 1 := #([k]\I), da 1 <r < mm(k; n—k)
]

1
und #(([K] N 1) — k) = #(1\[k]) = #(I\I N [k]) = #I\(KNFN\D) =k — (k=) =1
gilt. Deshalb ergibt sich nach (4.1.3) durch Entwicklung nach den ersten r Zeilen fiir die
Determinante von Fy

det(Fru) = = det (Frp) ip\prasm(n)

= +det (F kNI, w2(1)>
— +det (By, (1.um(r))
£0.

Ek Ek
Also ist | --- | generisch und damit auch B = | --- ] - A7% O
D D
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E,
Beispiel 4.3.2. In einer (7 x 4)-Matriz der Gestalt F = | --- | entspricht der 4-Minor
D
F{17375,6}7[4] quasi dem 2-Minor D{172}7{274} J
1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
det | O 0 0 1 = det

dig dig dig dig
dy1 dap das daa
{1,3,5,6},[4]

dl 2 dl 4
= —det ’ I
¢ <d2,2 d2,4)

Bemerkung 4.3.3. Ebenfalls gleichbedeutend mit den Aussagen aus (4.3.1) ist:

dig dip dig dig
dai dao daz daa
d3y dzp d3z dsg

(i) Jede Erginzung von B mit beliebigen (n — k) paarweise verschiedenen (Spalten-)
FEinheitsvektoren zu einer (n x n)-Matriz ist invertierbar.

(v) Die Matriz (B - A) ist generisch fir ein bzw. alle A € GLiF.

(vi) Zu einer geeigneten bzw. beliebigen Teilmenge I € ([Z]) existiert ein eindeutiges Ay €
GLyF, so dass (B - Ar); ) = Ex wie auch (B - Ar)7, supergenerisch ist.

Folgerung 4.3.4. (Identifikationsabbildungen) Wir erhalten als Identifikationen

e .
SGen™*F = Gem'F/GLF = GI'F
Beweis. Wir verwenden folgende von F, n und k£ abhéngigen Abbildungen:

©: SGen!"F — Gen!F/GL,F
2 2 und
D — =1 | -GLF
D D

¢: Gen;F/GL,F — GyF
B —  span(DB).

Als Umkehrungen ergeben sich
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Es sind ©, ©~! wegen (4.3.1),(4.2.2) wie auch ¢, ¢~ wegen (4.3.1) und (4.1.4) wohldefiniert.
Zu ¢! sei kurz angemerkt, dass jeder k-dimensionale Unterraum des F" eine Basis in der
Gestalt B € F** und damit jeder aus dem generischen Stratum wegen (4.3.1) der Form
B € Gen]F hat. Fiir ©~! sei zusitzlich notiert, dass fiir beliebiges A € GLiF gilt:

(B- A)- < ((B- A)[k],[k])_l) =(B-4)- (B[’f]’[k] ' A>_1
=B-A- A" (Byu)

-1
=B (Buw)
E; B
Es ist © 1o ©O(D) = 67! = D fiir jedes supergenerische D, © o ©71(B) =
D
E, Ey,
Qo0 ! e =0 e = D fiir ein generisches B mit dem entsprechenden
D D (k] [K]

D aus (4.3.1). Fiir ¢ und ¢! folgt die Identitétseigenschaft der Kompositionen unmittelbar
aus der Definition.
O
Wir definieren £ = {1 1= 0O als Identifikation zwischen den Elementen des Raums der
supergenerischen Matrizen SGen?F mit jenen des generischen Stratums der Grassmann-
Ak+p
schen G""'F.

4.4 Eigenschaften generischer und supergenerischer
Matrizen

Betrachten wir nun diverse Eigenschaften generischer und supergenerischer Matrizen be-
ziehungsweise des generischen Stratums der Grassmannschen:

Bemerkung 4.4.1. o Kein Eintrag einer supergenerischen Matriz ist gleich Null, da
die Fintrdge genau die 1-Minoren sind und diese nicht verschwinden.

o [stp,k > 2, so gleichen sich wegen des Nicht-Verschwindens simtlicher 2-Minoren
niemals zwei Zeilen oder Spalten einer supergenerischen Matrix.

o Jede Submatriz einer supergenerischen Matrix ist selbst supergenerisch.’

e Die Transponierte einer supergenerischen Matrix ist supergenerisch, insbesondere gilt
deshalb #(SGemF,) = #(SGen'F,).

2Bei generischen Matrizen sind nur Teilmatrizen voller Breite und mit mindestens so vielen Zeilen wie
Spalten zwingend generisch.
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Jeder Hauptminor der Transponierten einer generischen Matrix ist verschieden Null,
jedoch ist bei der Transponierten einer nicht-quadratischen Matriz die Bedingung
verletzt, dass eine generische Matriz mindestens so viele Zeilen wie Spalten enthdlt.

o Werden Zeilen bzw. Spalten bei einer (super-) generischen Matriz vertauscht oder mit
einem Korperelement verschieden Null multipliziert, so ist das Ergebnis wiederum
(super-) generisch. Addieren wir das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile, ist
das Resultat nicht zwingend (super-)generisch. Unter elementaren Spaltenoperationen
dieser Art sind nur die generischen Matrizen stabil.

o Die quadratischen supergenerischen Matrizen bilden im Gegensatz zu dem Raum der
generischen Matrizen (Gen!F = GL,F) keine Gruppe', da die jeweilige Einheitsma-
triz E, Nulleintrdge enthdlt. Jedoch gilt stets, dass auch die Inverse einer quadrati-
schen, supergenerischen Matriz D supergenerisch ist.

Ey D
Da | - | und folglich auch die zeilenpermutierte Matrixz | --- | und damit das Pro-
D Ey
dukt
D D-D! By
| -D7t = e =| --- | generisch sind, ist auch D~ supergenerisch.
E; E; - D1 D!

e Die generischen (nxk )-Matrizen entsprechen den geordneten Basen der k-dimensionalen,
transversalen Unterrdume des F", wdhrend jede supergenerische (p X k)-Matriz iber
die Identifikation mittels & genau einen transversalen Raum reprdsentiert.

Konkret liegt bei jener speziellen durch eine supergenerische Matrix dargestellten Ba-
sis fir jedes j € [k| genau ein Basisvektor in dem ’um einen kanonischen Einheits-
vektor verschobenen’ affinen Unterraum Ag, + e;.

o Uber endlichen Kérpern F, gult:

#GenIF, = #SGenZ_k]Fq - #GL(F,)
k—1
= #SGen, 'F, - [ [(¢" — ).

J=0

FEine grundlegende Schwierigkeit besteht in der Abzihlung der Elemente von SGemF und
damit Gen,’:erIF iiber endlichen Grundkirpern F,.° Ist F, ein endlicher Korper, so ist die
Anzahl der Elemente von SGemIF nur bis zu einer Zeilenanzahl p < 2 (oder gleichbedeutend
damit bis zur Spaltenanzahl k < 2) direkt ermittelbar.

3Dieses Kriterium wurde gesetzt, damit die Spaltenvektoren einer generischen Matrix stets die Basis
eines transversalen Unterraums darstellen.

4 Abgesehen von den Féllen n = 0 und n = 1.

®Bei unendlichen Grundkérpern IF ergeben sich topologische Fragestellungen.
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Lemma 4.4.2. (Anzahlen supergenerischer Matrizen) Es gilt

#(SGemF,) = (q—1)F
#(SGenF,) = {(q - k- % falls k < q

0 sonst.

Beweis. Die jeweils einzige (0 X k)-Matriz ist die leere Matriz (¢)oxk, diese ist supergene-
risch. Sie entspricht dem F* als trivialen Unterraum in sich. Bei einzeiligen Matrizen sind
lediglich die k verschiedenen 1-Minoren, welche Korperelemente des F, sind, zu betrachten.
Diese verschwinden genau dann, wenn sie Null sind. Folglich ist SGen,F = (F\{0})'** =
(F*)*. Daraus folgt direkt #(SGemF,) = (¢ — 1)*. Zu p = 2: Zundchst ist aufgrund der ge-
stellten Bedingung an die 1-Minoren eines Kandidaten D € F?*F festzustellen, dass hierfiir
genau D € (F*)2** gelten muss. Ein Nicht-Verschwinden samtlicher Zweiminoren ist dqui-
valent zur paarweisen linearen Unabhdngigkeit aller Spaltenvektoren. Bezeichnen wir mait

cj = % den Quotienten der FEintrige eines Spaltenvektors, so ist dies genau dann der
J

Fall, wenn cj # ¢y fiir j # j'. Setzen wir dies zusammen, erhalten wir fir jeden endlichen
Korper F,:

#(SGemFy) = (g —1)* - J[(a—j) =

ey 0 sonst.

b {(q—l)’“% falls k < q

O
Da jede Untermatrix einer supergenerischen Matrixz ebenfalls supergenerisch ist, folgt aus
SGemF, = ¢, dass fir p’ > p und k' > k auch der Raum SGen%:IFq leer ist. Insbesondere
gilt deshalb SGemF, = ¢ fir k > q und p > 2 bzw. firp > q und k > 2. Ganz konkret
15t beispielsweise bereits SGengFg = ¢ und somit é%Fz = ¢. Dies bedeutet, dass keine 2-
dimensionalen transversalen Unterridume des (Fo)* existieren.

Es wird deutlich schwieriger, giiltige Aussagen zu Rdumen supergenerischer Matrizen mit
mindestens dreir Spalten und Zeilen zu treffen. Hypothesen dazu finden sich in Kapitel 9.

®Die Matrix (¢),x0 entspricht dem Unterraum (0) C FP.



Kapitel 5

Supergenerische Matrizen und der
G-Komplex

5.1 Der G-Kettenkomplex in Matrizenschreibweise

Durch die Identifikation der transversalen Unterrdume mit supergenerischen Matrizen
konnen wir den G-Kettenkomplex als von supergenerischen Matrizen aufgespannt auffas-
sen. Dazu identifizieren wir die Basiselemente von “CGYF iiber die Abbildung ! mit den
supergenerischen Matrizen in SGen?F.

Der Randoperator
Ok : ZSGen!F — ZSGen? |F
D —  lodpod(D)

ist zunédchst explizit zu bestimmen. Dazu betrachten wir erst die Schnittabbildungen Ai-”p ’k,

i € [k + p] hinsichtlich generischer Matrizen als Basen.

Lemma 5.1.1. Ist B € Gen,F und i € [n], so dass fir alle Elemente auflerhalb einer
festen Spalte j € [k] gilt: by, = 0 fiir u # j, dann ist AP (span(B)) = span (Bmm>

Beweis. Es gilt fiir u # j: by, € A7 und daher span (B[an) = (span(B) N A?). In Folge

dessen bekommen wir:

span <b*1, e ,b;j, e ,b*k> >

= Span<7f? (1), -+ s (bag1), i (bajn), - aW?(b*k))

22
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O
Nun zu dem Randoperator, der auf supergenerischen Matrizen angewandt wird:

Lemma 5.1.2. Wird D € SGenF als Basiselement von *CGYF gelesen, so gilt fir den
Randoperator:

k+p

0u(D) =) (=1t AFPE(D)

i=1

mit folgender Reprisentation der Schnittabbildungen: Fir i € [k| wird lediglich die i-te
Spalte entfernt:

AFPE(D) = Dy, fiir i € [K].

Fir k <i < (k+p) ergibt sich:

ik falls 1 =1
i—k,k
( Akt D)) = diy— P diyy, falls 1< 1< (i— k)
l7' . Z_. ’
Ty - S dy falls (- R <L
Ey
Beweis. Wir schreiben B := | --- | . Zu beliebigem i € [k] gilt
D

ATPHD) = €71 o AT 0 €(D)
— ¢ lo AFTPF (span(B))

=61 & (Span <B@7@> )

=Dy, 5y

ui e m betrachten wir zunéchst die Untermatrix C; := Bj_1juy,r) bestehend aus den
ersten (k — 1) Zeilen zuziiglich der i-ten Zeile und deren Inverse C; *.

-1 .
Wegen (B - C; )[k—l]u{i},[k] = Ej gilt
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Ergo erhalten wir fiir die i-te Schnittabbildung auf D angewandt:
ATPH(D) = €71 0 AT 0 £(D)
— ¢l AMPPF (span(B))
=(4.1.4) ¢lo Afﬂ)’k (Span(B : Ci_1)>
=61 §F (Span ((B : Cfl)m,[k_u) )

— B-O~H— >
(b) (( ¢ ){z},[kfl} Tt b 1]
Ct
B ( o >wc—1},[k—1}
D Cz mv[k_l]
(C7) ey 1)
(D ’ Ci_1>{i—k},[k—1]

Da nun C; ' von der Gestalt

1
cl = a
E 1 0
_ dicga _ dicgk—1 1
i,k di—kk di—k,k
ist, erhalten wir die angegebene Formel. O

Bemerkung 5.1.3. Anzumerken ist, dass in dieser Notation die (k + p) Schnittabbildun-
gen, welche zusammen den Randoperator D +— (D) in *CGYF bilden, in zwei Klassen
mit k bzw. p Elementen zerfallen. Wihrend die k ersten Abbildungen jeweils lediglich eine
Spalte der Ursprungsmatriz D entfernen, nimmt bei den anderen p Operatoren die letzte
Spalte von D eine gesonderte Position ein. Zudem gibt es fiir p,k > 2 zeileniibergreifende
Verdanderungen, d.h. eine beliebige [-te Zeile in Aerp’k(D) ist fiir v > k nicht nur bzw. sogar
gar nicht von der entsprechenden l-ten Zeile in D abhingig, jedoch stets von der (i—k)-ten.
Aus der Eigenschaft supergenerischer Matrizen, dass sich fir p,k > 2 Spalten bzw. Zeilen
paarweise nicht gleichen, ist ablesbar, dass in diesem Falle niemals zwei Schnittabbildungen
aus einer der beiden Hdlften eine identische Matrix liefern und somit - schreiben wir den
Randoperator in der Form é(D) = ZD’ESGeniilF A+ D' - fiir den Betrag jedes Koeffizienten

|Ar| <2 gilt.

Beispiel 5.1.4. Wir betrachten z.B. ganz abstrakt eine supergenerische 2 x 3-Matriz

a b ¢
p=(i 0 )
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und erhalten als Randoperator

3+2

6(D) =3 (=1)""- AF*A(D)

i=1

(b ¢ a ¢ a b
e )\ r) 7 \a e

T PN
N NI e

5.2 Direkt ermittelbare Gruppen der Grassmann Ho-
mologie

ol

Nur sehr spezielle Homologiegruppen sind direkt aus der Kenntnis des Randoperators in
Matrizenschreibweise erfassbar. Diese seien in Folge kurz aufgelistet.

e Betrachten wir zunichst den Spezialfall des Komplexes *CG°F mit Co-Dimension 0
zu beliebigem Grundkorper F:

Da stets SGen)F = {(¢)oxx} gilt - was dem F* als trivialen Unterraum in sich selbst
entspricht - ist fiir 0 < k: "CGF = Z. Es ist A;((d)oxr) = (¢)oxk—1) fiir alle i und
k > 0, deshalb gilt fiir ungerade k:

k

Ok ((¢)0xk) = Z(—l)ifl ) (¢)OX(k—1) = (¢)0x(k—1)

und fiir gerade k

Also ist “"GHIF = (0).

e Der nullte homologische Grad:

Es gilt stets “CGHF = Z sowie g = 0. Betrachten wir das Bild von 4, so zeigt sich,
dass die jeweiligen Schnittabbildungen jeder supergenerischen (px1)-Matrix D immer
die Matrix (¢),xo zuordnen. Infolgedessen ist wegen 6;(D) = 32157 (=1)1 - (¢),x0
der Operator ¢; nur davon abhéngig, ob (1+p) gerade oder ungerade ist. Fiir gerades
p ist 01 surjektiv, fiir ungerades p die 0-Abbildung. Folglich gilt

(0) falls p=0(2)

L leﬁ*g
G*o {Z falls p = 1(2).
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e Betrachten wir zu endlichen Koérpern F, den Kettenkomplex zu einer Co-Dimension
p=q
Fiir £ > 2 gilt stets SGen,F, = ¢ und somit "GHYF, = 0. Es ist SGen{F, = {(¢)pxo0}
und SGeniF, = (F*)?.

Wegen der Eigenschaften von d; erhalten wir fiir p > ¢:

LGHTE, = {Z<q—1>"—1 falls k = 1
0 sonst
fiir gerades p und
Y/ falls K =0
"GHOF, = ¢ 79D falls k=1
0 sonst

fiir ungerades p.

o Ist IF, ein endlicher Kérper und p > 2, so enden die jeweiligen Kettenkomplexe *CGTF,
spitestens im homologischen Grad k¥ = (¢ — 1) !, so dass genau p = 0 und p = 1
unendliche Kettenkomplexe generieren.

5.3 Eulercharakteristiken des G-Kettenkomplexes

Fiir die Co-Dimensionen p = 0,1,2 bzw. p > ¢ konnen wir aufgrund der Kenntnis
der Anzahlen transversaler Unterrdume die jeweilige Eulercharakteristik y(*CGLF,) =
> kso(—1)F - rang(*CG{F,) angeben:

e p = 0: Uber jedem Kérper F und fiir alle & > 0 ist rang(*CGF) = 1, folglich
der generierte Kettenkomplex unendlich lang. Schneiden wir diesen kiinstlich hinter
dem [-ten homologischen Grad ab, so erhalten wir y(*CG%,F) = 1 fiir [ gerade bzw.
x(*CG%,F) = 0 fiir [ ungerade.

e p = 1: Auch hier ist der Komplex stets unendlicher Lénge. Fiir den nach dem [-ten

'Diese obere Schranke ist fiir p > 3 nicht exakt, z.B. ist SGenZF5 = ¢.
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Grad gekappten Komplex ergibt sich fiir alle endlichen Kérper IF,

X(chlgqu> = Z(_l)k : #(SGen,lqu)

1-(1-g™
—

e p = 2: Fiir endliche Korper [F, resultiert

—_

s}

X(CG2R,) = 3 (—1)* - #(SGen2F,)
k=0
_q_l YL (0 1\ (Q—l)!
—M(< Db (g 1) —<q_k_1)!)
 ((—1)F- (g — 1)
-a-0- L (G55

i
= o

e p > ¢q: Der Komplex endet nach dem ersten homologischen Grad und es gilt deshalb

X (*CGPF,) = #(SGenfF,) — #(SGenFF,)
=1-(¢—-1)"



Kapitel 6

Anwendung diskreter Morsetheorie

Nun werden wir konkret zu jedem endlichen Koérper I, in Co-Dimension p = 1 die resul-
tierenden Homologiegruppen vollsténdig und explizit berechnen. Das Hauptresultat dieses
Abschnittes ist folgender Satz:

Satz 6.0.1. (Lineare Grassmann Homologie tiber endlichen Korpern in Codim p = 1) Fiir
endliche Korper By gilt

7 falls k=0
"GH,F, = < (0) falls k>0, k = 0(2)
Z/(q—1)Z falls k = 1(2).

Diesen Satz beweisen wir im Folgenden u.a. mithilfe diskreter Morsetheorie. Dazu soll erst
das angewendete Verfahren kurz erkliart werden.

6.1 Kurzdarstellung der diskreten Morsetheorie fiir
Kettenkomplexe

Entsprechend der Theorie aus [JW] wollen wir einen zu betrachtenden Z-Kettenkomplex C,
mit vorgegebener Basis jeweils als gerichteten, gewichteten Graphen darstellen und daraus
mithilfe eines geeigneten Matchings einen zu C, homotopiedquivalenten Kettenkomplex
generieren. Dazu soll das Verfahren aus [JW] zunéchst knapp beschrieben werden, wobei die
Notation leicht modifiziert ist. Ein Z-Kettenkomplex C, = (Z (X.),d.) mit Randoperator
k() = D pex, ,lc: ] fiir ¢ € Xj sei mit dem Graphen (V, E) identifiziert, wobei die
Eckenmenge V' = |J, -, Vi aus den Basiselementen [ J,., Xx besteht und genau dann eine
Kante (c,c, [c: ¢]) € E mit Gewicht [c: ¢] € Z von ¢ € V}, nach ¢ € Vj,_; existiert, wenn
[c: ] #0 gilt.

Bemerkung 6.1.1. Diese definierte Zuordnung ist beidseitig. Dabei ist zu beachten, dass
ein Kettenkompler mit fester Basis zwar stets einen Graphen dieser Gestalt erzeugt, je-
doch nicht jeder Graph (V, E) mit partitionierter Eckenmenge V- = J Vi, und ausschlieflich

28
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Kanten von jeweils Vi, nach Vi_1 und derer von jeder Ecke nur endlich viele einen Ketten-
komplex reprisentiert, da nicht zwingend 6 o d = 0 folgt.

Im Folgenden wollen wir unter Graphen stets gerichtete Graphen mit Gewichten in Z
verstehen. Eine Teilmenge der Kantenmenge M C E eines Graphen (V) E) heifit
AZYKLISCHES MATCHING, sofern folgende drei Kriterien erfiillt sind:

(1) (Matching) Jede Ecke liegt in maximal einer Kante aus M.

(2) (Invertierbarkeit) (¢, [c:]) e M = [c: ] = =£1

(3) (Azyklizitdt) In dem Graphen (V, E() mit der verdnderten Kantenmenge
Eym = (E\M) U {(c, d,—lc: ) | (e, [c: ) € M}

existieren keine gerichteten Zykel, d.h. von keinem Punkt ¢ € V existiert ein Pfad
p=((c=c1) = cy— -+ — (¢ =¢)) zu sich selbst. Dabei bezeichnet (¢, — ¢;41) =
(cts Cors [crs ceq]) € B

Der modifizierte Graph (V, Ex) besteht aus den Ecken sowie allen Kanten des urspriing-
lichen Graphen, wobei allerdings die Kanten des Matchings in ihrer Richtung gedreht
und im Gewicht invertiert werden. Wir erweitern den Sprachgebrauch und sagen zu ei-
ner Ecke ¢ € M genau dann, wenn ¢ in einer Kante e € M liegt. Unter Path(c,c)
verstehen wir die Menge aller Pfade p = ((c=¢;) = o — -+ — (¢, = )) in dem modi-
fizierten Graphen (V) Ex ) von ¢ nach ¢. Wir definieren zu einem Pfad p € Path(c,c)
ein Gewicht in Form des Produktes aller Teilgewichte: w(p) := [[i—{[c: : cir1]. Zu ei-
nem azyklischen Matching M eines von einem Kettenkomplex (Z (X*) , d,) erzeugten Gra-
phen (V,E) wird der MORSEGRAPH (V', E'),, wie folgt definiert: Die Eckenmenge ist
V' = VAM. Eine Kante (¢, ¢, I'(c: ¢)) von ¢ € V}/ nach ¢ € V/_; existiert genau dann,
wenn I'(c: ¢) = 30 puneey W(p) # 0 gilt. Der Morsegraph (V', E') pq bzgl. des Graphen
(V, E) eines Kettenkomplex C, und eines azyklischen Matchings M erzeugt wiederum einen
Kettenkomplex, den MORSEKOMPLEX (Cf’l) von C, bzgl. M. Dieser ist definiert durch
CM = Z(V}) mit dem Randoperator dx(c) = > wevy . [c: ¢]- ¢ In [JW] wird nun
e, [e:c!]) B!
folgendes Theorem bewiesen: e

Theorem 6.1.2. Fiir den Morsekomplex (Ci‘/‘) eines Kettenkomplezes C, bzgl. eines azy-
klischen Matchings M gilt CM ~ C, und deshalb insbesondere H,(CM) = H.,(C,).

In der Gesamtheit der Schritte erzeugt ein von einer Basis erzeugter Kettenkomplex C,
einen Graphen (V, E), in welchem ein azyklisches Matching M C E gesucht wird, aus dem
iber den Zwischengraphen (V, Erq) der Morsegraph (V’, E'), konstruiert wird, welcher
letztendlich den zum urspriinglichen Komplex homotopiedquivalenten Morsekomplex CM
erzeugt.
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6.2 Schrittweise Reduktion des G-Kettenkomplexes
fiir Co-Dimension 1

Nun betrachten wir konkret den Grassmannschen Kettenkomplex “CG i]F zur Co-Dimension
1, wobei in den ersten Schritten auch unendliche Kérper miteinbezogen werden. Zunéchst
identifizieren wir die Basiselemente aus *CG.F mit den Matrizen aus SGen,F und diese
wiederum mit den Vektoren aus (F*)*. In Folge dessen erhalten wir den isomorphen Kom-

plex:
"CGF = (Z(F*)*,0.)

mit dem Randoperator, der sich mithilfe von (A.1) ergibt:
or(x) = z:(—l)j_1 : Tjk($) ,wobei

e my = @) falls e K
U (—2t, =M=ty falls j =k + 1.

J
TR’

Im ersten Schritt werden wir diesen Kettenkomplex verkleinern, ohne die Homologie zu
veréindern. Es bezeichne (F*)¥ := {(21,--- , 1) € (F*)¥|zy # (—1) und z; # 24, fiir j €
[k —1]} all jene Vektoren, bei denen weder der letzte Koeffizient (—1) ist, noch zwei aufein-
anderfolgende Eintrige identisch sind. Wir zeigen im Folgenden, dass der Kettenkomplex
LCG!F homotopiedquivalent zu jenem Morse- bzw. Quotientenkomplex £,F ist, der lediglich
von den Elementen aus (F*)! generiert wird.

Wir betrachten zunéchst folgenden Hilfs-Kettenkomplex: Es sei X eine Menge. Im k-ten
homologischen Grad definieren wir

X8y, = 7Z(X")
die Gruppe aufgespannt von sdmtlichen k-Tupeln iiber X.

Diese Basiselemente seien verbunden mit dem Randoperator

k
o () — Z(—l)j_1 : Tf(x), wobei
j=1
Tf(xh--- Jx) = (X1, By, Tp).

Da § die Bedingung von (3.1.1) erfiillt, bildet (¥S,,d.) einen Z-Kettenkomplex.
Lemma 6.2.1. Fir X # ¢ ist der Komplex (XS*, 5*) azyklisch, d.h. H*XS, = 0.

Beweis. Wir zeigen mithilfe diskreter Morsetheorie, dass dieser Komplex homotopiedqui-
valent zu (0) ist. Dazu wahlen wir ein festes @ € X und l6sen den Komplex nach diesem
Element auf.
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Es sei fiir ein Basiselement z = (z1,--- ,z;) € X* die Charakteristik
k falls z; = a fir alle j € [£]
X() =9 ..
min {j € [k]|z; #a} —1 sonst

bzgl. dem festgelegten a definiert. Die Charakteristik ist die Anzahl der fithrenden In-
dizes mit Eintrag a. Ein Element mit Charakteristik m schreiben wir wie folgt: z =

((a)m7xm+1; T ,I'k)7 wobei (a)m = (a7 e ,CL).
——

Es bezeichne (V, E') den Graphen von XS, bzgl. der Basis X*. V¥ seien die Ecken zugehérig
zu den Basispunkten im k-ten homologischen Grad. Wir betrachten zu einer Ecke z =

(@)™, Zmy1,- -+ ,ax) € VF zunichst die einzelnen Teile des Randoperators:
Mol g, falls 7 <
Tf(x) _ ((a)m s Tt 1, :xk) a Sj. <m
((CL) y T4l " s Lgy o 7'Tk) fallsg > m.

Ist m ungerade, so ergibt {Tf| j € [m]} genau die Kante

(((a)maxm-i-la"' cz), (@)™ T, - ,xk),l).

Die Anteile {Tﬂ > [m]} erzeugen - falls iberhaupt - ausschliellich Kanten mit Zielpunk-
ten in V*~! von Charakteristik m, insbesondere hat dies keinen Effekt auf erstere Kante. Ist
x(z) ungerade, so definieren wir m(z) := ((a)™ ™, Zp41, - -+ , 2x) und wihlen als Matching;

M = U My, wobei My := {z,m(z),1)|x(z) = 1(2)}.

k>1

Uberpriifen wir nun die Kriterien aus (6.1): Zu jedem z = ((a)™, Zpmy1--- k) € VF mit
m = x(z) ungerade ist m(z) € V*~! eindeutig definiert und induziert genau eine Kante
von Gewicht 1 zu einem Zielpunkt gerader Charakteristik. Also ist insbesondere ¢ M.
Ist & # 2, so ist #1 = 2} = a und damit m(x) # m(z’). Also liegt auch niemals ein Punkt
gerader Charakteristik in zwei gematchten Kanten. Da von jedem Punkt x mit ungerader
Charakteristik nur eine einzige Kante - konkret die sich im Matching befindliche - zu einem
Punkt gerader Charakteristik abgeht, ergibt sich in (V, E() iberhaupt kein Pfad innerhalb
eines homologischen Grades.

Folglich ist M ein azklisches Matching und damit XS, ~ ¥SM. Ist z = (xq,--- ,23) € V¥
nun eine beliebige Ecke, so ist

((a,z),z,1) € Mgy falls x(x) gerade
(x,m(x),1) € My falls x(x) ungerade.

Folglich ist das Matching perfekt, so dass der resultierende Morsekomplex keine Ecke und
damit auch keine Kante mehr enthélt. Da nun *SM = Z(¢) ist, gilt H.(¥S,) = 0. O
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Bemerkung 6.2.2. Fiir die leere Menge gilt

HeS,) = {Z falls k =0

(0) sonst.
Gehen wir nun zu dem zu untersuchenden Kettenkomplex (Z(F*)k,é*) zuriick und be-
trachten den entsprechenden Graphen (V, E) mit der Eckenmenge V = (J,5,V*, wobei
Einer Ecke z = (1, , %) € V* ordnen wir M, := {m € [k — 1]‘xk,m = Zg_m+1} und
folgende Charakteristik zu:

0 falls k > 1, z, = (—1)
x(z) = ¢ min(M,) falls x; # (—1) und M, # ¢
o0 sonst.

Ein Beispiel fir F = R: x(1,2,3,-1) =0, x(1,2,2,3) =2, x(1,2,3,4) = cc.

Mittels iiber ansteigende Charakteristik sukzessiven Rausdividierens zu S, isomorpher
und damit azyklischer Unterkomplexe, die von einer Teilmenge der Basis erzeugt werden,
wollen wir nun zeigen, dass “CGLF homotopiesiquivalent zu dem zuvor definierten £,IF -
generiert durch (F*): C (F*)* - ist, da L,IF entsprechend seiner Definition genau von den
Elementen mit Charakteristik oo aufgespannt wird.

Es bezeichne

o VF =1z € Vk‘x(x) = m} die Teilmenge der Ecken im k-ten homologischen Grad,
deren Charakteristik genau m ist

o V& = Uo<m<t V* jene Ecken, deren Charakteristik kleiner oder gleich m ist.

Lemma 6.2.3. Fiir alle t > 0 ist der von V<; erzeugte Komplex (CV<y,0.) ein azyklischer
Unterkomplex von *CG.F und folglich der von V\V<; aufgespannte Komplexr *CG,F/CV<,
homotopiedquivalent zu *CGF.

Beweis. Wir induzieren iiber die Maximalcharakteristik .
(IA) t = 0: Wir betrachten eine Ecke (21, -+, x3-1,—1) € V& = V{f, k > 1: Wir erhalten
fiir die Randabbildung;:

Sp(z) = (Z(_l)j—l (y, e Eyy 7xk_17_1))

J=1

(1) e (g, ap) + (1) (_ﬂ ,mkl)

_|_

-1’ —1

N

—1
(_1)3'*1 (yy e Ay g, —1) € ngo-
1

<.
Il
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Durch die Abbildungen

U, : ngo —  (F)k-t
(5(:1"" 7$k—17_1) — (Ib'" 71’]6—1)

erhalten wir einen geshifteten' Isomorphismus zu dem azklischen Komplex ¥*S,. Der Quo-
tientenkomplex, der von V\V<q erzeugt wird, ist homotopiedquivalent zu dem vom V' auf-
gespannten, denn wir konnen jenes Matching aus dem Beweis von (6.2) auf den Teilgraphen
VE, anwenden und diesen zuziiglich aller aus V'\ V<, hineingehenden Kanten entfernen.?
(IS) (t — 1) — (t) Wir wissen per (IV), dass der Unterkomplex CVZ_, azklisch ist.

Zu jedem y € (F*)! erhalten wir einen (um (¢ + 1) homologische Grade verschobenen)
zu ¥'S, isomorphen Unterkomplex von CVZ,;: Dazu betrachten wir eine Ecke z € V[,
k > (t + 1). Diese ist aufgrund der Definition von x(z) und dementsprechend V}* von

folgender Gestalt:

T = (1'17' c 7mk—t—1ay17y)7 wobei Yy = (yh” ' 7yt) € (F*)i

Betrachten wir den Randoperator auf x angewandt zunéchst im Ursprungskomplex CV*:

((xh'"7‘fj7”'7‘rk—t—l7ylay) fallsyé(k:—t—l)
(T1,++  Tp—t-1,Y) falls j = (k —t)
& (371,"' 7xk—t—1ay) faHSj:<k—t+1)
7 (@) = 9 (T1, T, Y1, Y1, ) falls (k —t+1)<j<k
_w_l,...,_xk-—_t—l’_y_1> ft=1
" aeooow falls j = (k +1).
_mo T _y_1> fts>1
\ yt’ ! ye oy oy

Es ist zum einen 77 (1) = Txf—tﬂ(@a zum anderen gilt fiir alle j > (k —¢ + 1): Tf(:p) <
CVZ ;1) Folglich gilt fiir den Randoperator in LCG,F/ CVZi-

k—t—1

5k(x) = Z (_]‘)J_l ' (xla"' 7*fj7"' axk—m—hylay)‘

j=1
Die gradverschobenen Isomorphismen zu dem azklischen Hilfskomplex sehen fiir festes y €
(F*)! wie folgt aus:
(W) VE — (@
(xla"' 7xk7t717y17y) = (*1'17"' 7xk7t71)-

g

Wir bezeichnen den resultierenden Quotientenkomplex, der von (IF*)* erzeugt wird - wie

oben beschrieben - mit L.F.

'Die homologischen Grade verschieben sich hierbei um einen Rang.
2Die Gleichheit der Homologie ergibt sich alternativ aus der langen exakten Sequenz auf den Homolo-
giegruppen induziert durch die kurze exakte Sequenz 0 — CV<; — LCQ}CF — LCQ}f]F/CVSt — 0.
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6.3 Umwandlung des G-Kettenkomplexes

Wir wollen nun mittels zwei Transformationen L,F in einen in Bezug auf weitere Rechen-
schritte {iberschaubarer zu kontrollierenden Komplex umwandeln. Zunéchst fithren wir eine
weitere Grundkorper-unabhéngige Transformation durch, welche lediglich die Basiselemen-
te umbenennt:

Es sei

n: (B — ()
5= () _ () B ;ﬁ falls t < k
t)te[k] Yt )telk]s Yt —z, fallst = k.

Die Umkehrabbildung zu 7 ist

ko (F*)k —  (F*)*
Y= (yt)te[k] = (xt)te[k],lft = - Hﬁzt Yu,

denn es gilt

’{077(%7"‘ ,.ZUk)ZKJ(—,"' ,—,—l'k)

und
nok(yn, -y uk) =0 (=W ur), s —(Yk-1 - Yr)s —Yk)
=y Yr) —(Ye—1-yx)
N (—(yg ----- we) o~ ( yk))
= (yh'" ;yk)

Die Basiselemente aus (F*)® von £,F werden durch n genau in (F*\{1})* transformiert,

denn fiir z € (F*)* gilt: 2, = —1 <= (n(x))y = 1 und z; = z;4; <= (n(z)); = 1.
Betrachten wir nun den bis auf eine durch 7 erfolgte Umbenennung der Basiselemente
unveriinderten Komplex £,F, der von den Elementen aus (F*\{1})* aufgespannt wird. Fiir
die Randoperatoren erhalten wir:

Or(y) =D (=17 F(y),
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wobei
(Y2, , Yk) falls j =1
Ty u) = W Y Yo Y YL ye) falls 2 <5 <k
(Y1, Yk-1) falls j = (k +1),

denn fiir y = (y1,- -+ ,yx) und 1 < 5 < k gilt

7]07'](“0/@( —7707' Hyu,-- s —Uk)

k
_Hyu7...7 H yu7— H y’IL?...)_
u=1

=(-1) u=(j+1)
k k k
. <_ Hu:l Yu Hu:(j—l) Yu — Hu:(j'i‘l) Yu . —(_yk)>
- k. ) bl k ) k- 7 Y
Il % ey ¥ —uzgro) Yu

= (3/17 oY1 Y5 Y, 7yk>'

Ist j =1, so gilt

SRS R,

= (y27" ’ ayk)a
fir j = (k4 1) resultiert:

noti only) =nott ( Hyu,---,—yk>

k
:,7<_M... _—H;ky)

L Yk
k—1 k—1
:77<_Hyu7"'7_ Hyu>
u=1

_Hﬁ;l Yu,
=1 <Hk—_%ya s = (=Yk-1)
- u=2 JUu

= (y1> T ayk‘—l)-

Eine weitere Transformation ist im Falle eines endlichen Kérpers [F, innerhalb der Kérper-
elemente moglich. Da die multiplikative Gruppe eines endlichen Koérpers (IF;, -) stets zy-
klisch ist, haben wir die Moglichkeit mittels eines festen primitiven Elementes a € F; (so
dass F; =< a >) diskret zu logarithmieren:
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log. F; — Z,
a —

und analog

wobei Z, := Z/qZ ist.

6.4 Berechnung der Grassmann Homologie fiir Co-
Dimension p =1

Wir definieren zunéchst Z; := Z,\{0}. In der Hintereinanderausfiihrung der Basiselement-
Umbenennungen
(F)S > () = (loga)" o n(z) € Zj_,
erhalten wir den zu £,F, isomorphen und damit zu “CG.F, homotopiedquivalenten Kom-
plex 971 Z,, wobei fiir ¢ > 1:
1Z. =7 ((Z;)k) :

Der Randoperator sieht wie folgt aus:

k+1
Or(x) =Y (=1)7" - 7h(x),
j=1
wobei
(9, -+, xk) falls j =1
Tf(:l:l, s xy) =S (@, T, oy F Ty Ty, ) falls 1< <k
(X1, , Tp_1) falls j = k + 1.

Zu beachten ist, dass dies ein homotopiefiquivalenter? Quotientenkomplex (kein Unterkom-
plex) von (Z ((Zg)F) ,5) ist, wobei alle Basislemente mit mindestens einem verschwinden-
den Koeffizienten kongruent 0 sind.

Satz 6.4.1. Fir die Homologie von 12, gqilt
7 falls k =0

HZ) =L (0)  falls k>0, k=0(2)
Z]qZ  falls k = 1(2).

3Dies wurde hier nur fiir den Fall bewiesen, dass g + 1 eine Primzahlpotenz ist.
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Beweis.
Zunéchst gilt fiir die Spezialfille g = 1 und ¢ = 2:

o Fiir ¢ = 1ist (Z3)* = ¢ fir k > 0 und (Z)° = {¢}, womit wegen Z/1Z = (0) der
Satz bereits bewiesen ist.

e Im Falle ¢ = 2 sind wir bereits fertig, da der Komplex bereits die Endgestalt hat

(s.u.).

Sei nun ¢ > 3. Wir betrachten zur Basis (%)}, den Graphen (V, E) zu 9Z,.
Wir definieren fiir © = (21, --- ,x) € (Z;)* folgende Charakteristik:

( k falls x; = 1 fiir alle 5 € [k]
€T) =
X min{j € [k]|z; #1} —1 sonst.

Diese zdhlt die fiihrenden 1-Koeffizienten in z. Das jeweilig einzige Element (1,---,1) €
(3)* mit Charakteristik & bezeichnen wir mit (1)*, Elemente mit Charakteristik m schrei-
ben wir als ((1)"™, 41, ,xx). Nun erstellen wir ein Matching M, so dass der resul-
tierende Morsekomplex lediglich von den Elementen J,-,{(1)¥} sowie {(¢)ox1} im O-ten
homologischen Grad generiert wird, d.h. fiir « € (Z$)* mit x(z) < k gilt: © € M. Zunéchst
erweitern wir dazu die Charakteristik x auf Gesamt-Z,, indem wir einem Element x mit
x; = 0 fiir mindestens ein j € [k] die Charakteristik x(z) = —oo zuordnen. Zu festem k
schreiben wir V¥ := (Zo)k fiir die gesamte Menge der Ecken im k-ten homologischen Grad.
Zudem teilen wir V* in (k+ 1) disjunkte Teilmengen entsprechend der Charakteristik auf:

Vi = {z e V*|x(z) =m}.

Es bezeichne nun V := Ume .. V¥ jene Ecken auBer (1)* (falls k¥ = 1(2)) mit ungerader
@

Charakteristik.
Wir sind nun in der Lage ein Matching anzugeben: Es sei

M = U M., wobei My, := {((g;l’ v my), (wg, - ), 1) ‘x € ‘7} :

k>1

Nun sind die drei Bedingungen fiir azyklische Matchings nach [JW] zu iiberpriifen. Wir
betrachten dazu zunéchst ein Element x = ((1)", 2py1, - ,2%) € V und die von ihm
direkt nach V*~1 abgehenden Pfade in (V, E):

( 1m1xm+1,---,:ck) falls j = 1

((1)

(17722, ()™ &y, -+ xk) falls 1 < j<m
7' () = ((1)m i1 + L, Tpgo, -y x)  falls j=(m+1)

(D)™, Tpma1 + Tina2s Timas, -+ ,xg) falls j = (m+2)

(™

g1y ) falls j > (m + 2).

\
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Zu den Kriterien (Matching) und (Invertierbarkeit):

Zunichst gilt wegen ¢ > 2: 2 =1+ 1 # 0. Es ist wegen m < k und (z; # 0) fiir t € [k]:
77 () # 7} (x) fiir j # 1.

Also ist ((zy, -+, %), (w2, ,21),1) = (z,7f(x),1) € E. Es gilt einerseits x(7F(z)) =
x(z) — 1 = 0(2), folglich ist 7F(z) ¢ M_y. Andererseits ist fiir  # y € V 2, = y, und
damit z; # y; fiir mindestens ein j > 1 und damit 7F(z) # 7F(y). Also liegt jede Ecke in
maximal einer Kante des Matchings.

Zum Nachweis der Azyklizitéit bezeichne

() = {O falls 77°(z) ¢ My

J (1,7f(x)) sonst

die entsprechenden gematchten Punkte in V bzw. 0, falls Tf(x) keinen Pfad innerhalb
desselben homologischen Grades induziert.

Die einzigen Pfade, die von einem Punkt 2 € V mit x(z) = m zu Punkten gleichen
homologischen Grades gehen, werden dementsprechend von jenen Tf(x) generiert, bei denen
j € [m+1]und j = 0(2) oder j = (m+2) gilt, da ansonsten j = 1 (Pfad umgedreht) bzw.
x(7F(x)) = 1(2) bzw. x(7/(x)) = —oc und damit 7F(x) € My_y baw. 7 (x) € (Z))" ! gilt.
Nun unterteilen wir die Ecken aus dem Matching wie folgt in zwei Hélften:

T:={ze€ V‘X(l’) < (k- 2)axx(x)+2 = 1},

T .= V\T

Wir wihlen folgende partielle Ordnung auf V:
Es seien x,y € V mit x(z) =1, x(y) = m:

reT,yeT (1) oder

r,y € Tund [ <m (2) oder
<y =

z,y €T und [ >m (3) oder

(r,y €T oder z,y € T) und I = m und ;41 < 141 (4).

Dabei ordnen wir die Elemente von Z so, dass stets < (v + 1) gilt, d.h. Z7 = {1,1 +
1,-++,q9— 2,9 — 1}-. Zu beachten: Dies ist nur moglich, da die 0 entfernt ist.
Ein Beispiel fiir ¢ = 6 und k£ = 6:

(L,2,4,1,1,1) < (L3,2L11) <o (1,1,1,2,1,1) < (1,1,1,3,1,1)
<(1) (17171727173) <(4) (17171737172> <(3) (173717‘57572> <(4) (1747174737 2)

Wir wollen nun zeigen, dass in Pfaden in dem modifizierten Graphen innerhalb von 1% bzgl.
dieser partiellen Ordnung streng monotone Steigung in Pfadrichtung vorliegt, woraus direkt
folgt, dass keine Zykel moglich sind. Zunéchst gilt prinzipiell fir j = (m+1): %jk(x) > T,

falls 2,41 7 (—1), ansonsten 7 (x) = 0. Betrachten wir speziell = € T"
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e Ist j <m,j=0(2), so folgt X(%f(a:)) =(j—2)+1=7—1<m,alsoist %f(:z:) >(3) .
o Gilt j = (m+2), 50 ist (Tpmy1 + Tppo) = (Tmy1 + 1) # 1, folglich x (75 ,(z)) =m =
1(2) und damit 7 (z) = 0.

Zu beachten: Es ist stets x(77(x)) < x(z) < (k —2) < (k — 1), so dass sich fiir € T kein
direkter Pfad zu (1)*~! ergibt. Da zudem kein Pfad nach T fiihrt, ergibt sich iiberhaupt
kein Pfad nach (1)*!

Seinun z € T

e Fiir j <m, j =0(2) ist 7} (z) € T, also ist 7F(x) > z

e Analysieren wir j = (m + 2), 50 ist Zyy41 + T2 # 1 und es ergibt sich wegen
x(7F(x)) = m = 1(2) kein Pfad nach V. Fiir andere Teile des Randoperators ist

X(77(x)) > m und damit entweder 7/ () > x oder 7 () >@y 2 oder 7} (x) = 0.

Damit ist das Matching azyklisch.

Um die Gewichte in dem resultierenden Morsegraphen und damit das Differential des Mor-
sekomplexes zu ermitteln, betrachten wir nun die Pfade in dem modifizierten Komplex von
(1)*¥ nach (1)*7! und dazu fiir ein Element der Form ((1)¥~1, z;.) erneut den Randoperator
im Originalkomplex:

1F2 ay) falls j =1
17722, (D)1 ay) falls 1< j < (k—1)
1)k 2 ,x, + 1) falls j = k

1)k=1) falls j = (k + 1).

Sei zuniichst z = (1)%, d.h. z, = 1: Fiir 1 < j < (k — 1) gilt entweder 7F((1)¥) € My

(falls j ungerade ist) oder wegen ((k — 1 —7) —|— 1) > 0: 77 ((1)") e T. Folghch ergibt sich

hier kein Pfad. Es bleiben die von 7{, 7 und 7f,, induzierten Pfade zu untersuchen.

((
Tk k—1 T — ((
((

Zunichst betrachten wir einen ungeraden homologischen Grad k. Es gilt 77((1)%) ¢ M,
da (k—2) ebenso ungerade und zj,+1 # 1 ist. Betrachten wir nun 7 und 77, ;: Beide Rand-
operatorteile induzieren einen Pfad nach (1)*7!, da jedoch 1 = 1(2) und (k+1) = 0(2) gilt,
heben sich die beiden Anteile bei der Summation der Pfadgewichte durch das Vorzeichen
auf und es ergibt sich iiberhaupt kein Pfad.

Fiir gerades k erhalten wir zuniichst den direkten Pfad vom Gewicht (+2) durch 7 und
7#,1. Bs ist der Punkt ((1)¥7',2) zu untersuchen, der von (1)* mittels 7 mit Gewicht
(—1) und der invertierten Kante (((1)*72,2),((1)¥7*,2),—1) mit einem Gesamtgewicht
von (—1) - (—=1) = +1 erreicht wird.

Wir zeigen nun, dass von einen Punkt ((1) ) xr > 1 - wobei k gerade ist - genau
(q—z1) Pfade vom Gewicht (+1) nach (1)*! ex1st1eren wobei die Klassenelemente in Z/qZ
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mit ihrem kleinsten positiven Repréasentanten in Z identifiziert werden. Dazu betrachten
wir die iibriggebliebenen Teile des Randoperators. Auch hier induzieren die Anteile Tf fiir
J < (k—2) entweder iiberhaupt keinen Pfad oder der Pfad fiihrt nach 7', von wo wie vorher
kurz erwihnt kein einziger Pfad nach (1)F~! geht. Da x (7, (1)* ™, 24)) = ((k—1)—2) =
(k—3) = 1(2), induziert auch 7/ ; keinen Pfad. Es sind noch 7§ und 7%, ; zu untersuchen.
Wir induzieren dafiir absteigend iiber x: Ist 7, = (¢ — 1), so liefert 7§ einen Punkt von
Charakteristik —oo und 71, , fithrt nach (1)*~!. Diese direkte Kante hat wegen k+1 = 1(2)
das Gewicht (+1). Also haben wir hier (¢ — (¢ — 1) = 1) Pfade.

Zum Induktionsschritt  — zj_;: Wir erhalten auch hier einen direkten Pfad nach (1)**
mittels 7/, zuziiglich einer direkten Kante vom Gewicht (—1) iiber 7 nach ((1)*72,zy).
Von dort geht eine umgedrehte Kante aus My, - wegen der Invertierung vom Gewicht (—1)
- nach ((1)*™*,24). In der Zusammensetzung resultiert ein Gesamtpfad p vom Gewicht
w(p) = (=1) - (—1) = +1 nach ((1)¥7',z)). Von dieser Ecke gehen per Induktionsvoraus-
setzung (¢ — x) Pfade vom Gewicht (+1) nach (1)%1.

Dies sind zusammengenommen (g — 2) Pfade p von ((1)*7!,2) nach (1)
w(p) = +1. Damit erhalten wir zuziiglich des direkten Pfades einen Gesamtpfad von (1)
nach (1)~! vom Gewicht (+¢). Also gilt I' ((1)¥, (1)*!) = zpepath(u)k,u)kﬂ)w(p) =

24+ 30 1=q¢
Der Morsekomplex wird also von folgendem Graphen erzeugt:

k=1 yom Gewicht

k

S 1 (L) (1) (D)o
Damit ist dieser isomorph zu dem Komplex

727 Y=ty Yo7 .

Somit hat der homotopiedquivalente Komplex ?Z die oben angegebene Homologie. O
In der Zusammensetzung aller Transformationen gilt

“"CG,F, > Z (SGenF) = Z (F*)*) ~ L.F, ~ "' Z,,

womit wegen der Bekanntheit der Homologie von 9~!'Z, unser Hauptresultat zur linea-
ren Grassmann Homologie zur Co-Dimension 1 iiber endlichen Grundkérpern F, bewiesen
ware.
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Die affine Grassmann Homologie

7.1 Definition der projektiven und affinen Grassmann
Homologie

Wir wollen nun unsere Definition der linearen Grassmann Homologie mit jener aus [Ge]
abgleichen.

Dazu verstehen wir unter Py den projektiven Raum - bestehend aus allen eindimensiona-
len linearen Unterriumen des F"*1. Ganz analog zu der Definition der linearen Grassmann
Homologie ist es moglich, zu F und p > 0 einen Komplex von den transversalen projektiven
Unterrdumen fester Co-Dimension p von IP’I’;JFP mit quasi identischem Randoperator aufzu-

+p

spannen. Die k-dimensionalen projektiven Unterrdume in Py"" entsprechen dabei genau

k+p+1
den Elementen aus kafr F.

Die Transversalen, welche minimalen Schnitt zu allen Seiten des Koordinatensimplex in
PP haben, entsprechen é’ﬁf{“lﬁ’ und damit SGenj, ;F. Der in [Ge] definierte Kettenkom-
plex PCGPF wird fiir einen homologischen Grad k£ > p von den (k — p)-dimensionalen, pro-
jektiven Unterriiumen des PE aufgespannt, der Randoperator ergibt sich aus den Schnitten
mit den (k+1) Koordinatenhyperebenen des PX. Die projektive Grassmann Homologie wird
in [Ge] definiert als *"GHF := H, 4 (FCGLF). Somit gilt fiir k > 1, dass "GHF = *GH}_,F.
Wir wollen die Notation der homologischen Grade des Komplexes an jene der Homologie
angleichen, d.h. wir definieren in Abwandlung zu [Ge] *CGYF := Z(CA;ZI’;HIF) und entspre-
chend P"GHLF := H;(PCGPF). Diese Anderung betrifft nur PCGYF und hat keine Auswir-
kung auf die homologischen Grade in PGHLF.

Da der Komplex PCGYF im O-ten Grad endet und nicht im (—1)-ten und der Eigenschaft
des Randoperators 6y von “*CGYF, ergibt sich fiir die Homologie:

YOHIF @ Z  falls k=0 und p = 0(2)

P HPF a4
I {LQHZH]F sonst.

41
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Betrachten wir lediglich jene transversalen Unterrdume in Pﬁ;f”’ , die beziiglich des Standard-
Skalarprodukts < x|y >:= SP*fz, - 7; orthogonal zu der Geraden (1)k+#+1 stehen, so
erhalten wir davon aufgespannt einen Unterkomplex "CGPF. Die Homologie des Quotien-
tenkomplexes A*CGYF = PCGPF /MCGPF definiert die affine Grassmann Homologie *GHPTF.
Es ergibt sich folgende kurze exakte Sequenz zwischen den drei Komplexen:

0 — "CG’F — PCG"F — ACGF — 0.

Eine ausfiihrliche geometrische Beschreibung der Erzeugenden des affinen Grassmannschen
Kettenkomplexes liefert [Ge.

7.2 Spezielle supergenerische Matrizen

Als von supergenerischen Matrizen als Basiselementen aufgespannt entspricht der Unter-

komplex ®CGPF jenem von SGenZiF := {D € SGen(F|>>"  d;; = —1 fiir j € [k]} erzeug-
Ej,

ten, da genau fiir D € SGenZ}F gilt: span | --- | L (1)**7. Das Erzeugnis (Z (SGenZF) , §) C
D

(Z (SGeniTF) , ¢) stellt real einen Unterkomplex dar, da fiir D € SGenZ}F, eine beliebige

Schnittabbildung Aerp ’k, k < i < p und Spaltensumme gilt:!

k

i~k »
ZAerp’k(D))l,j = 54 Zdz—l,j 1 = g+ Z dij — d - ~dy
=1 i—kk i—k,k I—i 41 i—kk

P d p P
= <Z dz,j> — ik — dl-_kvz . (1 + (Z dl,k) — di—k,k)
1=1 v =1

di_k.i
= (=1) = di; — d L (14 (1) = dik)
ik k
=—1.

Auch hier ist in Relation zum projektiven G-Kettenkomplex die Verschiebung im homolo-
gischen Grad um einen Rang zu beachten, d.h. *CGJF = Z (SGenZiHIF) fiir £ > 0.

Wir kénnen direkt die Elemente von SGenZ{F, bis p = 2 bzw. k = 1 abzéhlen:

Lemma 7.2.1. (Anzahlen supergenerischer Matrizen mit ausschlieflicher Spaltensumme
(1)
(1) #(5GenZyF) =1 fir p > 0.

'Fiir ¢ < k entfernt die Schnittabbildung Afﬂ] ok lediglich die i-te Spalte der Matrix, so dass auch in
AFtPE (D) alle Spaltensummen (—1) ergeben.
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(2) #(SGenZiF,) = (=0T
(3) #(SGenZ0F) = 0 fiir k> 1.
(4) #(SGenZ,F) = 1

(5) #(SGenZ2F,) = 42

(q—k=2)!

Beweis.
Zu (1): Uber jedem Korper gilt SGenZhF = {(¢),x0}. Fiir einspaltige Matrizen k = 1

induzieren wir iiber die Zeilenanzahl p: (IA) p = 0: SGenZ'F, = ¢, d.h. #(SGenZ{F,) =
0= 1=1 — (q—1)0+(—1)1_

q q
(IS) p — (p+ 1): Eine supergenerische (p x 1)-Matrix D lésst sich genau dann mit x € F*

S

zu | - | € SGenZP™'F fortsetzen, wenn D € SGen?F\SGenZ?F. Die Fortsetzung ist mit
T

r=(—1)— (37, di) eindeutig. Also ist

#(SGenZT'F,) = #(SGen’F,) — #(SGenZ"F,)
(¢ — 1P+ (=1

=(¢—1)"— .
_(@—1Pq—(g—1)P— (=1
q
_(@—1P-(g— 1)+ (=1)*"*
q
(q— D 4 (1)t
_ ; _

Ist eine zeilenlose Matrix gegeben, so ist SGen)F = {(¢)oxx}. Da jede Spaltensumme 0
ergibt, ist SGenZ\F = ¢ fiir k > 0. Fiir einzeilige Matrizen p = 1 erhalten wir SGenZ,F =
{(-1)% € F"*}. Gilt p = 2, so ist D = (dy,1,---di) € SGen;F genau dann zu D' €
SGenZ;F fortsetzbar, wenn d, j # dy ; fiir i # j und d, ; # (—1) fiir j € [k]. Die Fortsetzung
. . d171 R de . .
ist mit (_1 I _de) eindeutig.

Il

7.3 Direkt berechenbare Homologiegruppen der affi-
nen GH

Folgende Gruppen der affinen Grassmann Homologie kénnen wir mit Zurhilfenahme der
Resultate fiir die lineare Variante unmittelbar bestimmen:
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e Es ist "CGF = 0 fiir k > 0, also *CG)F = “CG),\F = Z fiir k > 0, *CG°,F = 0.
Zusammengesetzt mit dem ersten Resultat aus (5.2) ergibt sich wegen §; = 0 und
50 = 0:

Z fallsk=0

0 sonst.

AGHF, = {

e Der Unterkomplex ®CG.F ist azyklisch, da er (in Matrizenschreibweise) in jedem
homologischen Grad (k — 1), k¥ > 0 von dem Element (—1)* € (F*)* erzeugt wird
und der Randoperator alternierend surjektiv (k gerade) und die Nullabbildung (k
ungerade) ist.

Folglich gilt AGH,F, & PGH,F, = “GH, ,F, fiir alle endlichen Korper F, sowie
k > 0. Damit erhalten wir:

AGHIF, = 0 falls & ungerade
Z/(q—1)Z falls k gerade.

e Ist p > ¢, so endet PCGYF und damit auch *CGPF nach dem nullten homologi-
schen Grad. Da SGen{F = SGenZ{F = (¢),x0 und damit *CG”,F = "CG" |F gilt, ist
ACGY F = 0. Also ist dieser Komplex nur im 0-ten homologischen Grad verschieden
(0). Daraus resultiert wegen

rang(*CGHF) = rang(*CGHF) — rang("CGyF)
= #(SGenF,) — #(SGenZF,)

= #(SGenZﬁ’H]Fq)
(g — )Pt 4 (=1)p+D+1
B q
N i GO
q
Z(q—1>1’+1+<—1>1’ falls k — 0
AGHIF, = ! A=Y falls p > ¢.

0 sonst

7.4 FEulercharakteristiken der affinen GH

e Wir betrachten den Komplex zu Co-Dimension p = 0: Fiir beliebige Kérper und den
nach dem [-ten Grad abgeschnittenen Komplex ACQ%ZF gilt X(ACQ%ZIF) = 1 fiir {
gerade bzw. x(*CG%LF) = 1 fiir [ ungerade.
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e Auch bei dem Komplex zu Co-Dimension p = 1 muss nach einem festen Grad [
gekappt werden, um eine Eulercharakteristik zu berechnen:

X (*CGLF,) = (~1)" - rang(*CG,F,)
= Z(_l)k ' (#(SGenllc-f-qu) — #(SGenZ; ., F,))
l
=> (=1)F- ((g= M —1)

=D g D Y

+1 l

e G A BRI S CR

l
=1-x("CGLynFy) + > (-1}
k=0

1—(1= +2 !
—1— 1-0-9™ + Z(_l)kﬂ
q k=0

(=g 2-1

(=91 falls [ gerade
+ 1 falls [ ungerade.

e Zur Co-Dimension p = 2 findet sich keine kurze Formel, es ist

N
[N}

x (*CGIF,) -rang(*CGLF,)

I
—~
|
—_
~—

x>

i
N O

I
D/ﬂ
|
—_
~—

x>

’ (#(SGeniHFq) - #(SGenZZHFq))

w1 (@=D8 (g —2)!
'((q_l) (¢— k- 2)l (q—k;—3)!>

i
N O

I
F/ﬂ
|
—_
~—

x>

k=0
_ = k r1 (B+1)-(g—2)!
_ko(_l> '(q_l) : (q—k—Z)!
_ ke 1-a)f
__(q_2)' e (q—k—l)!‘
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Supergenerische Matrizen als
Varietét

Wir kénnen die Menge der supergenerischen Matrizen SGen}F - und damit das generische
Stratum der Grassmannschen - als Komplement der Vereinigung der Nullstellenmengen
der (k;gp ) — 1 Polynome
pry: B¢ — F
D — det(D I, J),

wobei I € 2P J € 2 44T = 44 > 0 gilt, auffassen. Dies entspricht dem Komplement der
Nullstellenmenge des Polynoms p(D) = [] pr.s iiber FP** und dieses der Nullstellenmenge
des Polynoms
q: FPExF — F
(Dy) = pD)-y—1,
indem wir D € SGen}F mit <D, Iﬁ) in der Nullstellenmenge von ¢ identifizieren. Folglich
ist SGen!IF als Hyperfliche im FP***! und damit als (p-k)-dimensionale Varietét auffassbar.

Da fiir eine feste Korpercharakteristik, d.h. Primzahl ¢, und vorgegebene p, k£ > 0 zu jedem
r > 1 der Wert #SGen}F,» die Anzahl der Elemente der Varietdt angibt, ist die Zeta-
Funktion

(t) = Cch,q(t) = exp (;(#SGeni]qu) . g)

nach der Weil-Vermutung (vgl. dazu [Ha]) stets eine rationale Funktion ( = g, d.h. es
existieren geeignete Polynome P und (). Diese Darstellung konnen wir fiir die Fille, bei
denen wir die Anzahl der Elemente von SGen}F,» kennen, direkt ermitteln. Zunéchst gilt

46
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unter Verwendung der Logarithmusreihe:

xr $T+1 (_1)r+1 . (_1)'r+1 . xr—l—l
Z T Z r+1 Z r+1
r>1 r>0 r>0
_ r+1
=Yy - )
= T+

fiir —1 <z < 1. Im Folgenden wollen wir lediglich von einer formalen Potenzreihe sprechen
und umgehen so die Konvergenzbedingung.

Ist nun zu festem p, & > 0 die Anzahl #(SGen}F,) polynominial, d.h. existiert ein Polynom

n=mnxr: R — R '
to= () =2 00a -,

so dass 7(q") = #(SGen}F,-) fiir jede Primzahlpotenz ¢" gilt, so erhalten wir:

|
&
i
(]
S
<
0
=
—~
—_
|
~
=)
<
=
N—

Dies konnen wir nun anwenden, um einige Beispiele zu berechnen:

e p=20:Da #(SGengF) = 1 fiir alle Korper [ gilt, insbesondere also fiir alle endlichen
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Kérper [Fyr, ergibt sich

() = eap (Zi) — cap (~In(1—1))

e p=1: Zu festem k > 0 gilt
#(SGeniFyr) = (¢ — 1)"

und damit
_ e ()
T gy, U —t-d)

g, (- t-0)0)

k—3)=0(2)

¢(t)

e p = 2: Unter S;(k,1) verstehen wir die vorzeichenlosen Stirling-Zahlen erster Art!.
Es gilt (q(,f}:;)l!)! =38 (=17 8y (k,i) - ¢/". Zu festem k > 0 erhalten wir

— (_1)l Cay - ql-r’
=0
wobei
min(l,k) L
a= () - Sy (K, 1 — 4)
j=maz(l—k,0) J

und daraus resultierend

H0§l<2-k, (1 —1- ql)al

t _ 1=1(2) .
g( ) HO§Z<2<I@, (1 —t- ql)“l

1=0(2)

!Definierbar durch S;(0,0) =1, Sy(k,i) = S1(k—1,i — 1)+ k- S1(k — 1,4).



Kapitel 9

Abschluss

9.1 Offene Fragen und Vermutungen

Trotz des relativ hohen Aufwandes bleiben wesentlich mehr Fragen in Bezug auf das generi-
sche Stratum der Grassmannschen, supergenerische Matrizen sowie den G-Kettenkomplex
und die Grassmann Homologie offen, als beantwortet wurden. Einige Denkansétze und
Ideen seien dazu im Folgenden stichpunktartig aufgelistet:

o (Generelle Anzahl supergenerischer Matrizen) Gesucht wird eine generelle Ermittlung
der Anzahl #(SGen}F,) supergenerischer Matrizen fiir p, k > 2. Abgemildert wére ei-
ne Néherungsformel fiir #(SGen}F,) sowie genaue Teilbarkeitsregeln fiir #(SGen}F,)
interessant.

#(SGen?F,)
T H#EPXE)

Wegen der Stabilitéit supergenerischer Matrizen unter Zeilen-/Spaltenmultiplikationen
gilt:

Bekannt ist, dass lim, . =1.
(g = 1)1 | #(SGentF,),

wegen der Moglichkeit der Spalten-/ und Zeilenpermutation und der zwingenden
paarweisen Unterschiedlichkeit von Spalten / Zeilen sogar

(max(p, k) —2) - (q — 1)k+p_1}#(SGen£IFq).
Méglicherweise gilt!:
~ #(5GeniF,) = ((a=1°) - ((a=2) - (a=3) - (¢ = 9- g +21)),

— #(SGen’F,) = <(q— 1)6> : ((q—3) (q—5)(¢"—20-¢* + 148 ¢ —468-q—|—498)>.

'Diese Resultate sind in keiner Weise gesichert, sondern mittels experimenteller Berechnungen als Hy-
pothese aufgestellt.
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Bemerkenswert an diesen Polynomen ist, dass sie iiber den reellen Zahlen nicht
vollstdndig in Linearfaktoren zerfallen. Eine weitere Vermutung zur prinzipiellen An-
zahl supergenerischer Matrizen ist, dass fiir beliebige p und k iiber endlichen Kérpern
jeweils #(SGen}F) polynominial ist, d.h. ein Polynom v, : R — R existiert, so dass
Vpi(q) = #(SGenIF) fiir alle Primzahlpotenzen (oder zumindest Primzahlen) ¢ mit
SGenfF, # ¢. Ferner ist anzunchmen, dass der Grad des Polynomes jeweils (p - k)
und der hochste Koeffizient stets 1 ist, dass die Vorzeichen der nachfolgenden Koef-
fizienten alternieren und jeder Koeffizient ganzzahlig ist.

Zur Bestimmung der Anzahlen wire die Anwendung einer 'Normalform’ supergeneri-
scher Matrizen gegebenenfalls sinnvoll. Ein Beispiel: Wir definieren einen Matrizentyp
der Form T € FP~1x(k=1) 5o dass die um eine Spalte und Zeile mit durchgéngigen
1-Eintrégen ergénzte (pxk)-Matrix supergenerisch ist. Die Matrizen mit dieser Eigen-
schaft bilden in der Gesamtheit ein vollstdndiges Reprédsentantensystem der superge-
nerischen Matrizen modulo der Spalten- und Zeilenmultiplikationen mit Koérperele-
menten verschieden 0. Dies kann eventuell weitere Aufschliisse geben, sich der Anzahl
und Struktur supergenerischer Matrizen zu nédhern. Solche Matrizen 7' sind nicht nur
supergenerisch, sondern haben zusétzliche Eigenschaften: So darf z.B. kein Eintrag 1
sein und in einer Zeile oder Spalte diirfen nie gleiche Eintrdge vorhanden sein. Eine
weitere Verschiarfung kann erzielt werden, indem man die Grundkorperelemente to-
talordnet und unter Beriicksichtigung der Stabilitdt supergenerischer Matrizen unter
Zeilen- und Spaltenpermutationen fordert, dass die Elemente der ersten Zeile und
Spalte von T jeweils streng monoton bzgl. des Index angeordnet werden.

e (Exaktes Ende des G-Kettenkomplexes) Es fehlt die Angabe des exakten Endes [ von
“YCGUFF, fir p > 3, d.h. | := maz{k € N|#(SGen,’;Fq) # 0}. Dieses Komplexende ist in
eine Funktion 7 : (¢, p) — [ iiberfithrbar. Von dieser Funktion 7 ist bislang bekannt:
n(q,0) = n(gq, 1) = 00, 1(q,2) = ¢—1,n(q,p) < q—1fiir p >3, n(q,p) =1 fiir p > q.
Per experimenteller Berechnungen ist z.B. n(4,3) = n(5,3) = 3 und 7(7,3) = 5
ermittelt worden.

e (Matrizenbaum) Nicht jede supergenerische Matrix ist "gleich’. So lésst sich beispiels-
weise

11
A= 1 2 S SGengFH
13

N CO

mit x € (F;)% auf 310 Art und Weisen zu (A|z) € SGen}Fy;,

111
B:=|1 2 7] €SGenyFy,
1 3 4

hingegen sogar mit 340 verschiedenen x zu (B|x) € SGeniF; fortsetzen.

Die Ermittlung der Strukturen von SGen’F, konnte deshalb in Form eines von den
Parametern Kérper F, und Zeilenanzahl p generierten Baumes mit der Eckenmenge
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im k-ten Grad V* := (SGenlF,/Py) /.S, erfolgen. Dabei ist P, C F*** bzw. S, C FP*P
jeweils die Gruppe der (¢ — 1)* - k! bzw. (¢ — 1)? - p! Matrizen, die sich ergeben,
wenn man die Zeilen und Spalten der k! bzw. p! Permutationsmatrizen mit nicht-
verschwindenden Faktoren durchmultipliziert, wobei P, mittels rechts- und S mittels
linksseitiger Multiplikation auf SGen}F, operiert. Eine supergenerische Matrix D ¢
V¥ als Repriisentant sei genau dann durch eine Kante mit D’ € V**! verbunden,
wenn sich D mit einem Spaltenvektor v € (F*)* zu (D|v) ~ D’ fortsetzen lisst (dies
ist dquivalent zu (D')p,).s ~ D fiir J € (kﬁl))

e (Grassmann Homologie fiir Codim 1 und unendliche Kérper F) Die Bestimmung von
LGHLIF fiir unendliche Korper F ist noch offen. Bekannt ist, dass PGHIF = AGH!F.
Dies folgt aus HQHi]F =0.

e (Errechnung der Grassmann Homologie fiir Co-Dimension 2) Ein erster Schritt zur
generellen Ermittlung der Grassmann Homologie-Gruppen wére die Errechnung von
LgHin sowie von HgHin und AgHin. Abgemildert kénnte man den freien An-
teil der Gruppen bestimmen. Eine sehr vage Hypothese dazu sei aufgestellt: Der freie

Anteil von LngIE‘q konzentriert sich auf den letzen homologischen Grad ¢ — 1. Wegen
k

der Eulercharakteristik y(*GH>F,) = (¢ — 1)! - ZZ;}) ( (1711_)1

(q—Fk
_ _1N\k
-1 52

)!> wiirde dann gelten:
LgHg_qu =7 > Jedoch ist durch computergestiitzte Berechnun-
gen bereits bekannt, dass fiir ¢ > 5 teilweise Torsionsanteile auftreten, moglicher-
weise jedoch erst in hcheren homologischen Graden des Komplexes. Eine zentrale
Schwierigkeit in der Berechnung der Homologie, d.h. - wenn man diskrete Morse-
theorie anwenden mochte - bei der Suche nach méglichst umfassenden azyklischen
Matchings, besteht darin, dass bei der Operation des Randoperators auf superge-
nerischen Matrizen im Gegensatz zu Co-Dimension 1 zusétzlich zur Multiplikation
auch die Korperaddition in F beriicksichtigt werden muss und zudem die Anzahl
der Erzeugenden sehr schnell ansteigt. Ein manuell durchgefithrtes Matching fiir den
Korper F3 mit dem entsprechenden G-Kettenkomplex *CG2F3 = (Z,Z*, Z®) liefert
LGH?F3 = (0,0,Z°). Bei noch hoheren Co-Dimensionen kommt als weitere Schwie-
rigkeit hinzu, dass die Rénge der Kettengruppen im Ursprungskomplex noch nicht
bekannt sind.



Anhang A

Zusammenfassung der Resultate

Es folgt eine knappe Zusammenfassung der wesentlichen Definitionen und Resultate dieser
Arbeit in formaler Notation ohne Begleittext.

A.1 Begriffe

o (Grundbegriffe) F Korper, n > 0, I C [n] := {1,--- ,n}: A} = {(x1,--- ,x,) €
F"|z; =0 fir i € I}, KSI'F = Uicp A7 Koordinatensimplex im F”.

e (Transversalitdt) U C F"™ k-dimensionaler, linearer Unterraum.
U transversal :<= U N A} minimal fiir A} € KS]F,
d.h. dim(U N A}) = max(dim(U) — #(1)).

o (Generisches Stratum der Grassmannschen)
GyF :={U C IF"}U k-dimensionaler transversaler lineare Untervektorraum }

e (Der G-Kettenkomplex) Zu den Parametern Koérper F und Co-Dimension p > 0:
LCGITF = Z(GZ+pIF> mit dem Randoperator

w(U) = Zf;p(—l)"*l (U N AF™P). Dabei wird AP kanonisch mit Fy,,_; durch
Entfernen der i-ten Koordinate identifiziert.

e (Lineare Grassmann Homologie) "GHIF := H(*CGF).

e (Supergenerische Matrizen) D € FP*¥ SUPERGENERISCH :<=> jede quadratische Un-
termatrix von D ist invertierbar.

e (Raum der supergenerischen Matrizen) SGen}F := {D € FP**| D supergenerisch}

e Es gilt der Satz: SGen?F = G7F.

52
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e (Matrizenschreibweise fiir den G-Kettenkomplex)
LCGIF = Z(SGeniIﬁ‘) mit dem Randoperator

k+p

0k(D) = (~=1)""-7(D),

1=1
wobei fiir i € [k]:

sowie fiir fiir k <1 < k + p:

— ki falls [ = 1,
Ti(D)j = di-15 — j:’;jﬂ dpyy falls 1 <1< (i—k),
dij — 3::; dp g falls (i — k) < I.

e (Projektiver G-Komplex)
Dieser wird analog durch transversale Unterrdume im projektiven Raum ]P’ﬁi”‘C gene-
riert. Es gilt "CGYF = *CG}, | F fiir k > 0.1

e (Projektive Grassmann Homologie)
Es gilt
LOHIF @ Z falls k =0 und p = 0(2)

POHITF =
e {LgHﬁH]F sonst.

e Der Unterkomplex "CGIF <PCGLF wird aufgespannt von den k-dimensionalen, trans-
versalen Unterrdumen des projektiven Raums IP{;W senkrecht (1,---,1) (bzw. isomo-
morph aufgespannt von {U € GﬁHIﬂU 1 (1,---,1)} bzw. von
{D € SGen}, ,F|jede Spaltensumme von D ist —1}.

e (Affine Grassmann Homologie)
AGHIF = H,(*CG"F), wobei ACGF := PCGYF / HCGYT

A.2 Anzahl der Erzeugenden

Fiir die Anzahl der Erzeugenden von *CGYF, d.h. #(SGenfF), gilt:
e (Symmetrie) rang(*CGLF) = rang(LCQ’p“IF)

e p=0: #(SGenF) = 1 (iiber allen Kérpern FF).

!Die Notation des Komplexes ist im Gegensatz zu [Ge] um p homologische Grade verschoben, jene der
Homologie nicht.
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e p=1: #(SGen,F,) = (¢ — 1)*

o p=2 #(SGeniF,) = (¢ — 1)* - 52 (= 0 fir k> ).

e p > 3,k > 2: prinzipiell unbekannt, aufler zwei Vermutungen:
#(SGen3F,) = ((¢ = 1)° - (¢ =2) - (¢ —3)) - (¢* = 9- ¢ +21),

#(SGeniFy) = ((¢—1)°- (¢ = 3) - (¢ —5)) - (¢" = 20- ¢° + 148 - ¢* — 468 - ¢ + 498).

Sicher gilt: #(SGen}F,) = 0 fiir k£ > ¢. (Diese Schranke ist jedoch nicht exakt) sowie
#(SGentF) =0 fur p > ¢,k > 2.

e Fiir unendliche Kérper F und p,k > 0 ist die Kardinalitdt von #(SGenfF) gleich
jener von F.

Affine Grassmann Homologie: (k > 0):
e p=0: Stets 1 (iiber allen Kérpern FF).
e p=1:(¢g—1)F1 -1

(a-2)!-((q—1)F+1—q+k+3)

e p=2 (kD)1

(=0fir k> (¢g—1)).

p > 3,k > 0: Die Schranke ist bislang prinzipiell unbekannt, aufler 0 fiir £ > (¢ — 1)
(Diese Schranke ist nicht exakt, jedoch exakt die Schranke des linearen Grassmann-
Komplexes).

o k=0 (A"
q

A.3 Homologie-Gruppen

Nur wenige Homologie-Gruppen sind explizit bekannt. Diese sind:

e Zur Co-Dimension p = 0 {iber jedem Kérper F:

— Lineare Grassmann Homologie: “GHF = (0).

— Affine und projektive Grassmann Homologie:

7 fallsk=0

0 sonst.

AGHIF = PGH)F = {

e Hauptresultat fir Co-Dimension p = 1: Uber endlichen Kérper F, gilt (fir jede
Primzahlpotenz ¢):



A.3 Homologie-Gruppen

— Lineare Grassmann Homologie:

Z falls k = 0
"GHF, = < (0) falls & > 0, k = 0(2)
Z)(qg—1)Z falls k= 1(2).

— Affine und projektive Grassmann Homologie:

Z/(q—1)Z falls k=0(2)

AGHF, = PGH,F, =
GH.F, GHLE, {(0) falls k > 0, k = 1(2).

e Fiir Co-Dimensionen p > ¢ erhalten wir:

— Fiir die lineare Grassmann Homologie:

7P =1 falls k=1
LOHYTF, =
-

sonst.

fiir gerades p und

7 fir k=0
"GHYF, & 7" falls k =1
0 sonst.

— Fiir die affine Grassmann Homologie:

(g=1)PFL4(—1)P

q falls k =0

sonst.

AgHZ]Fq =~ {?

e Mittels eines manuellen Matchings wurde berechnet: *GH?F5 2 (0,0, Z°)
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